Université de Caen Correction de I'Examen du 20 avril 2018. Durée 2h00 Analyse de données
UFR des Sciences Par F. Chamroukhi L3 Maths/Miashs

Consignes :

- Sont interdits : Documents, calculettes, téléphones, écouteurs, ordinateurs, tablettes.

- Il est interdit de composer avec un crayon.

- Votre feuille double d’examen doit porter, & ’emplacement réservé, vos nom, prénom, et signature.
- Cette zone réservée doit étre cachée par collage.

- Vos feuilles intercalaires doivent étre toutes numérotées.

- Le baréme est donné a titre indicatif.

Exercice 1 (4 pts) Soit (X,Y) un coupe de variables aléatoires réelles et soit ((z1,¥1),- -, (Tn,¥Yn)) un
échantillon de n observations. Chacune des situations présentées dans la Figure 1 représente le nuage
de données d’un échantillon de taille n = 500. Pour chaque situation, donner une valeur approchée du

coefficient de corrélation linéaire empirique r et justifier votre réponse.
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FIGURE 1 — Nuages de données (o)

Solution 1 Voir TD ((a,b,b) r trés proche de 0 car absence de lien linéaire entre les deux variables; (c)

corrélation négative (anti-corrélation), paradoxe de Simpson, r proche de -0.7/8)

Exercice 2 (6 pts) On considére un jeu de données multivariées (1, ..., x,) ot ; € RP est un individu
décrit par p variables réelles. On suppose que les variables sont potentiellement corrélées et que p est
potentiellement grand, et on cherche a réduire la dimension en projetant ce jeu de données dans un

espace de dimension M plus réduite et ce au sens de ’ACP. Soient & = 1 Yo, @i le vecteur de la

n
moyenne empirique des individus et S = 23"  (x; — &)(x; — &) ' la matrice de variances-covariances
empirique.
1. On suppose que l'on projette les données dans un espace de dimension 1, i.e., une droite de vecteur
directeur u;, que ’on suppose normé (i.e.,u’ w = 1). Donner 'expression de la variance des données

projetées dans cet espace et exprimer la en fonction de S et u;. On la notera v .



2. En sachant que ’ACP consiste & maximiser la variance dans 1’espace projeté vi, montrer que le
vecteur u; qui définissant cet espace correspond au vecteur propre associé a la plus grande valeur

propre de S.

3. On suppose maintenant que ’on projette les données dans un espace de dimension M < p déterminé
par le sous espace vectoriel de base orthonormée (uy,...,up), i.e., u;ruj =1Vjet u;—uk =0Vj #
k. Montrer que les vecteurs de cette base sont les vecteurs propres de S organisés selon 'ordre

décroissant des valeurs propres associées.

4. En interprétant le lien entre les valeurs propres et les variances expliquées par chaque axe de I’espace

projeté, donner une idée pour choisir la dimension M.

Solution 2

1. La coordonnée de la projection linéaire du vecteur x; dans 'espace défini par le vecteur wu; est
T

x; u1. Il en est de méme pour Z. La variance empirique des données projetées sur dans espace est

donc donnée par :
1 n
v =v(u) = = Z(m;rul — 2 up)?
[t
1 n
= -~ Z(m:ul —z up) () ug — 2wy
i=1

— (% > - @) - )7 )u

= ’U,lTS’U,]'

2. I’ACP consiste a maximiser la variance dans ’espace projeté v;. Le vecteur w; définissant cet
espace est donc déterminé en résolvant le probleme suivant :
_ : T —
u; = arg max v(uq) sous la contrainte u; u; =1
u1 €ER

= arg max u¥'Su, sous la contrainte ul u; = 1.
u1 €ER

Pour résoudre ce probleme d’optimisation sous contrainte, on passe par le Lagrangien définissant le

critére & maximiser tenant compte de la contrainte et défini par
E(ul) :’U/{S’ull +)\1(1 —u'{'ul) (1)
ol € R est le multiplicateur inconnu de Lagrange et on a donc

u; = argumeagd £(uy)
1

= arg max u? Su; + A\ (1 —uluy)-
ul €ERA

En dérivant et en annulant la fonction ¢(w;) par rapport & wq, on obtient :

0 {ufSus + A1 —ulu LS (5457
{ 1 1 5 ( 1 1)} =0 4811”;:584—5 ) 2Su; — 2\ u; =0
Ui
= Sui = AMug.

D’apres cette derniere équation, on voit donc que le vecteur u; correspond au vecteur propre associé
a la valeur propre A\; de S. Comme on cherche a maximiser la variance, la valeur propre A; doit

donc étre la plus grande des valeurs propres de S.



3. On suppose que l'on projette les données dans un espace de dimension M < p déterminé par le sous
espace vectoriel de base orthonormée (w1, ..., un), i.e., u]-Tuj =1Vjet ujuk = 0Vj # k. Montrons
que les vecteurs de cette base sont les vecteurs propres de S organisés selon 1'ordre décroissant des
valeurs propres associées (A1, ..., Ay). Nous venons de montrer que ce résultat est vrai pour M = 1.
Supposant qu’il est aussi vrai pour M. Alors pour le (M + 1)—eéme vecteur de la base de 'espace
projetée ups+1 qui est donc

(i) normé, i.e : u§1+1UJ\[+1 =1,

(ii) orthogonal aux autres vecteurs uy,...,uy de la base, i.e : VEk#M+1,
doit vérifier que la variance expliquée par Paxe dont il définit, notée v(wupry1) et donnée par
v(up+1) = uﬂHSuMH, est maximale. En introduisant le multiplicateur de Lagrange Aj;41 pour
intégrer la contrainte (i) et les M multiplicateurs ng, k = 1,..., M pour les M contraintes (i), cela
correspond donc a résoudre le probleme d’optimisation suivant :

upr+1 = arg max f(upr41)
UM41

Ounry1) = why Sunrr + A (1= why i)

est le nouveau Lagrangien. En dérivant et en annulant la dérivée on trouve

ol(u ) -
EMAL) 0 = 2Supy1—2Ap+1Uny1 + E neur =0
Ounr4+1 k=1

M
= Sunrp1 —Ang1 ] wnrn + Y k] up =0
—— ——

0 0 kl,_/
niw] wi=n;
= 1; =0 pourtout j=1,...,M (2)

D’apres (2), nous obtenons donc :
Sunr41 = AM41UM41-

Alors upr41 est nécessairement le (M + 1)-éme vecteur propre de S associé a la valeur propre Aps41.

La variance projetée dans la direction ups 41 est donnée par

T T
UMHSUMH = u]\,,[+l)\M+1uM+1
= Am+1-

Elle est donc maximale si on prend w41 le vecteur propore associée a la plus grande valeur propre
parmi celles qui n’ont pas été déja sélectionnées.
Le résultat que I'on cherchait a montrer est donc vrai pour la dimension M + 1. Par récurrence, il

est donc vrai pour tout M < p.

4. On vient de voir que la variance expliquée par chaque axe de ’espace projeté correspond a la valeur
propre associée au vecteur propre définissant cet axe. Comme 'objectif de PACP est de maximiser
la variance dans ’espace projetée, on peut donc retenir les axes qui explique un certain pourcentage
cumulé des variances suffisamment grand (e.g 85%, 90%, ou 95%) de la variance totale de fagon
a ne pas perdre trop d’information. Cela correspond a prendre la valeur maximale de M vérifiant
100 (Zmzi“) % < a ol a vaut par exemple 85%, 90% ou 95%.

g
m=1 Am



Exercice 3 (10 pts) On considere un échantillon aléatoire indépendant ((X1,Y1), ..., (Xn,Ys)) du couple
(X,Y) o X € R est une variable explicative et Y € R une variable expliquée & prédire. On considere le

modele de régression linéaire pondérée suivant

Y= B0+ /1 X+ (3)

2 .
%7;’ w; > 0 est le poids connu de

ou les g; sont des v.a indépendantes Gaussiennes centrées de variance
la iéme observation, et (8, 1) € R? sont les deux ceefficients de régression inconnus. On dispose d'un
échantillon indépendant d’observations ((1,¥1), ..., (Zn,yn)) et les poids associées (wy, ..., wy), & partir
desquels on cherche a estimer les parametres (8y, 51) par maximum de vraisemblance.
On sait facilement montrer que selon le modele (3) la loi de Y; conditionnellement & X; = z;, est Gaus-
sienne d’espérance By + [1x; et de variance ZTT de densité notée f(y;|X; = x;; Bo, 51)-

1. On rappelle que si Z est une v.a Gaussienne d’espérance u et de variance v2, sa densité est alors

donnée par f(z;p,v?) = \/2;? exp (fﬁ(z — ,u)2) . En déduire la densité f(y;|X; = x4; Bo, 1).

2. Donner 'expression de la fonction de log-vraisemblance
hlL(ﬁO)Bl) = lnf(yh ce. 7yn‘X1 =T1y.-- aXn = Tn; /60761)' (4)

3. Montrer en maximisant (6) que l'estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) Bo de By et
I'EMV 31 de 31 sont donnés par :

BO = ?w - /Blywa
n n
Bro= Y wilXi - Xu)(Yi - V) [ 3 (X - K)?,
i=1 i=1
ol X, = 27%17111”)( est la moyenne empirique pondérée des prédicteurs X; et Y, = Zniliwwy celle
i=1 Wi i=1 Wi

des réponses Y;.

4. On considére maintenant la formulation matricielle du probleme. Soit 3 = (8o, 1) € R? le vecteur

parametre du modele. En remarquant que maximiser (6) revient & minimiser la fonction
R,(B)=(Y - XB)'W(Y — Xf)

ott W € R"*" est la matrice diagonale de termes les poids (wy,...,w,), ¥ = (Y1,...,Y,)T € R?
est le vecteur des réponses, et X = ((1,X1)7,...,(1,X,)")T € R"*2 est la matrice de design,

montrer que 'EMV B de 3 est donné par
B=(X"WX)'X WY.
5. A quoi correspond PEMV dans ce cas?

Solution 3
1. La loi de Y; conditionnellement a X; = x; est Gaussienne d’espérance 5y + S1x; et de variance Z)—z

Sa densité f(y;|x:; Bo, 81) est donc donnée par

f(yi|$i;50a51) =

(yi—(50+51$i))2> -V

1 1
exp | — =
/27Tﬁ P ( 2% oV 27

exp (_Tizwi (yi—(50+51$i))2) .
(5)



2. L’expression de la fonction de log-vraisemblance pour cet échantillon i.i.d est donnée par :

InL(Bo,B1) = Wmf(ys,-..,unlX1 =21,..., X5 = zp; B0, 51)

- 1an(yi|$i;,Bo, B1)

i=1

= 1nH a\\/ﬁ% exp ( — #wi (i — (Bo + 51331*))2)
- 20—2 sz yi — (Bo + 51%)) +ec. (6)

ou ¢ est une constante qui ne dépend ni de 3y ni de (1.

3. Montrer en maximisant (6) que lestimateur du maximum de vraisemblance (EMV) Bo de By et

I'EMV Bl de 3 sont donnés par :
BO = ? w
B = Zwm ~ X)) (Vi = V) [ S il = K)?,
i i=1

ol X, = Zzzfilwwx est la moyenne empirique pondérée des prédicteurs X; et Y, = z;iilwuj celle
des réponses Y;.

On voit que maximiser (6) par rapport aux coefficients 3’ est équivalent & minimiser la somme
pondérée des carrés des résidus Ry, (80, 81) = >y wi (yz — (Bo + ﬁlxi))z et on peut donc écrire

3 , 3 = ar min Ry, (6o, 3
(Bo, B1) g g mm (Bos B1)

= wz Yi + Ty ' 7
(50,/31)ER2 Z fo+ b )) (M)

Résoudre cette équation revient & prendre les parametres (5, £1) qui annulent ses dérivées partielles

premieres et pour lesquels les dérivées secondes sont positives. Ainsi, pour [y nous avons

2 n
OR,, az 1’(1)1( Yi (ﬁO"’ﬁlxz))
9% 550 2l o)
En annulant cette dérivée nous avons :
S wiyi— oY wi—pi Y wiwi = 0,
i=1 i=1 i=1
ce qui donne
g Wil ?7 WiTsg
ﬁO _ 21;1 Y _ 61 Z 7Ll
D Wi Do Wi
= ij - Bli‘w- (8)

Pour f1, en remplagant 'expression de By (qui est fonction de 81) dans l'expression de R,,, nous



avons

8Rw([30351) _ 821 lwl( Yi (ﬁo—i_ﬁlxl))Z

851 861
_ 52 111)1( Yi (gw*ﬁljwﬁLﬂlxi))Q
OB
_ Oy wi(Yi — Yo — B2 —ifw))g
0B

= QZwi(xi—fw)(yifﬂw*51(%*5@))
23t ) 28 Y w5

En annulant cette dérivée on trouve :

5 Z?:l Wi (2 — Tw) (Vi — Yw) )
o= Yo Wi — Ty)? (%)

D’apres (8) et (9), es estimateurs sont donc donnés par :

BO = ?w - B\lywa

B Zwi(Xi—Yw)(Y;—Vw)/Z(X g
i=1 i=1

4. On considére maintenant la formulation matricielle du probléeme. Soit 3 = (8o, 51) " € R? le vecteur

S
|

parametre du modele. On voit que maximiser (6) par rapport au vecteur 3 est équivalent & minimiser
’ . ’ ;. 2 . , .
la somme pondérée des carrés des résidus Ry, (8) = > i, w; (yi — (Bo + ﬁlxi)) qui s’écrit sous la

forme matricielle suivante :
R,(B) = (Y — XB) 'W(Y - Xj3)
I’EMV de 3 est donc donné par :

B = ag iy R, (B)
= argmin(Y — XB8)'W(Y — XB)
BER?
= arg én%Rp? YWY — (X38)"WY - Y 'W(X3) + (X3)TW(XB)
€
= arg ﬁm%R% Y WY -28"X"WY +8"XTWX3-
€

En annulant la dérivée, qui est donnée par

OR.(B)

93 = —2X"WY +2XTWXg

on trouve
B=(X"WX)'X WY.

5. I’EMYV dans ce cas est celui des moindres carrés pondérés



