Université de Caen Correction du partiel du 15 mars 2018. Durée 1h30 Analyse de données
UFR des Sciences Par F. Chamroukhi L3 Maths/Miashs

Consignes :

- Sont interdits : Documents, calculettes, téléphones, écouteurs, ordinateurs, tablettes.

- Il est interdit de composer avec un crayon.

- Votre feuille double d’examen doit porter, & 'emplacement réservé, vos nom, prénom, et signature.
- Cette zone réservée doit étre cachée par collage.

- Vos feuilles intercalaires doivent étre toutes numérotées.

- Le baréme est donné a titre indicatif.

Exercice 1 (4 pts) On considere un échantillon aléatoire indépendant ((X1,Y7), ..., (X,,Ys,)) du couple
(X,Y) ot X € R est une variable explicative et Y € R une variable expliquée a prédire. On dispose
d’un ensemble d’observations D = ((z1,41),- .-, (Tn,yn)) et on cherche a prédire les valeurs y pour des
nouvelles observations (Z,41, ..., Zm). La prédiction s’effectue sur la base d’'un modele de parameétre 6 du
couple (X,Y) appris sur les données d’apprentissage D en minimisant le risque quadratique. On note par
© un estimateur de 6. Les figures 1-(a, b, ¢) montrent, respectivement, un échantillon d’apprentissage, le
vrai modele, et un modele de prédiction. Chacune des figures 1-(d, e, f) montrent le vrai-modele et 20

réalisations du méme modele de prédiction estimé.
1. Donner la décomposition biais-variance du risque quadratique.

2. Discuter la qualité prédictive de chacun des trois modeles et en déduire le meilleur modele prédictif.

FIGURE 1 — Nuage de données (o), vrai modele (--), et modele de prédiction (—)

Solution 1 Voir TD

Exercice 2 (4 pts) Soit (X,Y) un coupe de variables aléatoires réelles et soit ((z1,¥1),- .., (Tn,¥Yn)) un

échantillon de n observations. Chacune des situations présentées dans la Figure 2 représente le nuage



de données d’un échantillon de taille n = 500. Pour chaque situation, donner une valeur approchée du

coefficient de corrélation linéaire empirique r et justifier votre réponse.
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FIGURE 2 — Nuages de données (o)

Solution 2 Voir TD ((a) proche de 0; (b) proche de -0.8 (anti-corrélation) ; (c) proche de 0.7/8 (paradoxe
de Simpson) ; (d) proche de 0

Exercice 3 (6 pts) On considére un échantillon aléatoire indépendant ((X1,Y1),...,(X,,Ys)) du
couple (X,Y) ou X est un vecteur de p prédicteurs réels (X € RP) et Y € [0, 1] une variable a prédire.
On dispose d’un échantillon observé d’apprentissage ((€1,y1),-.-,(Zn,yn)) et on cherche a prédire les
classes de nouvelles observation (€41, . . ., &) sur la base d’'un modeéle probabiliste appris sur les données

d’apprentissage. On considére I’analyse discriminante ou la densité de la classe k € [0, 1] est définie par :
1 1 Ty —1
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CSHN N ( 5 (@i = pg) By (@ uk)> (1)

La prédiction s’effectue par la régle du maximum a posteriori (MAP) qui consiste & affecter 'individu x;

flxi|Y; = k;0) =

a la classe y; maximisant la probabilité a posteriori :

Ui = argkrg[[%ﬁ]] P(Y; = k| X; = x;;0),

6 étant le vecteur parametre du modele. On note par 7, = P(Y; = k), la probabilité a priori de la classe
k. On suppose que mp = 0.5, g = p; =8, Lp =T et ¥1 = A3p, ot A > 1 et I est la matrice identité.
1. Montrer que Y = 1 si et seulement si ||z — g||3 > r, en déterminant r en fonction de p et \.
2. On considere le jeu de données bi-variées centrées de la Figure 3 oun A = 3. En déduire la regle de
décision, et représenter approximativement la frontiere de décision. On pourra approcher v/31n3

par 1.8.



3. On suppose maintenant que les parametres sont inconnus. Donner sans ou avec calcul les expressions

des estimateurs du maximum de vraisemblance des parametres du modele.

Solution 3

1. On a Y =1 si et seulement si :

IF’(y:1|x) T 1 |21|
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og P(y = 0|X) 0g o 9 0g | 0| 2 {(X l’l’l) 1 (X l"’l) (X /_1,0) 0 (x “O)} > O

Au finale on a donc : Y =1 si et seulement si ||z — g||3 > r avec r = plog()) (ﬁ)
2. Pourp=2et A=3,0naY =1siet seulement si ||z — g||3 > 3log(3)

La frontiere de décision est donc définie par 1’équation : ||z — g||3 = r = 31og(3) qui est celle d’'un
cercle de centre g et de rayon /r = y/3log(3) ~ 1.8. Donc sur la figure donnée il suffit de tracer

approximativement un cercle de centre (0,0) et de rayon 1.8.

3. Voir cours

Exercice 4 (6 pts) On suppose que le nombre Y de points marqués par une équipe de basketball peut

étre modélisé en fonction de si le match se joue & domicile ou non, par le modele log-linéaire suivant
(A (X)) = Bo + B X (3)

ol X est la variable explicative qui vaut 1 si le match se joue & domicile, et 0 sinon, A(X) = Eg, s, [Y|X]
e @) \(z

et YIX ~ P(A(X)) de loi P(Y = y|X = ; 60, 51) = “ 2 vy € N.

On cherche & prédire le nombre de points § marqué lors d’un match futur, avec ’espérance du modele, i.e. la

prédiction est donnée par § = E5 5 [Y'|X] sur la base d’un échantillon indépendant ((21,y1), - .-, (Zn, Yn))-

1. Montrer que la log-vraisemblance In L(8y, 1) = mP(Y7 = y1,..., Y, = yu| X1 = 21,..., X, =
Zn; Bo, B1) est donnée par

n

InL(Bo, B1) = — Y ePo At N " (Bo + Brazs) — Y In(ys!)

i=1 i=1 i=1

2. Montrer que les estimateurs du maximum de vraisemblance de 3, et Sy sont donnés par :
Bl =1In (%) — BO et BO =1In (%) On pourra utiliser notamment le fait que
efothrzi = (1 — x;)efo siz; =0 et ePothroi = g,eP0+h 4 o, = 1.

3. On considere le jeu de données de la Table 1. L’équipe joue son prochain match & I’extérieur. Prédire

le nombre de points marqués lors de ce match.



T |y
1| 64
0|60
1|59
0|62
1|72

TABLE 1 — Nombre de points marqués par 1’équipe lors des cinq derniers matchs

4. Méme question si le match se joue a domicile.

Solution 4

1. La log-vraisemblance In L(fy, 81) est définie par :

L(Bo,f1) = WmPYi=wyi,....Yn =u|X1 =21,..., X = 24; 80, 51)

= IHHP(Yi = yi| Xi = @i; Bo, B1) = ZIHP(Yi = yi| Xi = @43 Bo, 1)

D’apres la loi de Y| X (Poisson), on a donc :

T7) n n n
L(Bo, /1) = Zln { )\ 961) } - _ Zx\(ﬂﬁi) + Zyi In A(z;) — Zln(yi!)
i=1 i= i=1
= - Zeﬁoﬂim + Zyz (Bo + Brzi) — Y _ In(y:!)
i1 im1 i1

car on a \(z;) = efothizi,
2. Comme on a efothizi — (1- xi)eﬁo siz; =0 et ePotPrzi = g.ePothr gi 2. = 1, on peut alors écrire :

L(Bo:B1) = — D et 13 "By + Buas) — Y In(yi!)
i=1 i=1

=1

= =) (—w)e® = mie® N (1= m)yiBo + Y wmiyi(Bo + B1) — Y In(y;!)
1= =1 =1 =1 =1

n n n n n
= —e Z(l — ;) — et Z% + Bo Z(l — )y + (Bo + B1) Zﬂfiyi - Zln(yi!)-
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Maximiser cette fonction par rapport a [y revient a trouver les zéros de I’équation

8L(§;;51) _ _Poth g% +inyi _o

On a donc
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On a alors By + 31 = In (%#) et en intégrant cette expression et celle de 3; dans celle de la
i=1%i

log-vraisemblance L(8y, £1), et en dérivant par rapport a Sy on obtient :

0L, B1) s znju — @) + anﬂ — T

8ﬁ0 i=1 i=1
qui s’annule quand
n n
e Z(l —x;) = Z(l — )Y
i=1 i=1

By = In (W)

c’est CQFD.

. D’apres le tableau donné, on a :

o (Sl

Sy (=) ) = In((60 + 62)/2) = In(61)

et
n
31 =1In (Zi:l TiYs
n
D1 Ti

Le match se joue a l'extérieur, ce qui correspond & x = 0. Le nombre de points marqués prédit est

) — Bo = In((64 4 59 + 72)/3) — In(61) = In(65) — In(61).

alors donné par y = E5 3 [Y[X] = X(:r) = efotfiz — ¢fo = In(61) = 61 points.

. Le match se joue & domicile, ce qui correspond & x = 1. Le nombre de points marqués prédit est

alors donné par § =E5 5 [Y|X] = Na) = ePothre — gfothr = In(65) = 65 points.



