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Chapitre 1

Introduction et fondements des
probabilités

1.1 Introduction

La théorie des probabilités sert a modéliser des situations, phénomenes, etc, dont
notre connaissance est imparfaite/imprécise. Cet aspect d’imprécision/d’incertitude, de
manque d’information, est alors caractérisé par une composante aléatoire.

Par exemple, lors du jet d’un dé, les lois de Newton devraient en principe nous
permettre de calculer la trajectoire exacte du dé, connaissant sa position et sa vitesse
initiales, et d’en déduire sur quelle face il va tomber. En pratique, non seulement ce cal-
cul est extrémement difficile, mais le résultat dépend aussi de maniere tres sensible des
conditions initiales (condition de 1’expérience). Il est alors plus simple d’admettre que
le dé peut tomber sur chacune de ses six faces avec la méme probabilité de 1/6 (si le dé
est parfaitement symétrique - sinon, il peut étre préférable d’associer des probabilités
différentes aux différentes faces).

Le calcul des probabilités est donc la branche de 1’analyse qui étude des phénomenes
résultants d’expérience aléatoires

1.1.1 Expérience aléatoire

o Définition 1.1.1. On appelle expérience (ou épreuve) aléatoire une expérience dont
on connait I’ensemble des résultats possibles mais dont on ne peut prédire le résultat
effectif avec certitude, et qui, répétée plusieurs fois dans des conditions opératoires
identiques, produit des résultats qui peuvent étre différents.

> Exemple 1.1.1. Les exemples de telles expériences sont nombreux : par exemple le
lancer d’un dé est une expérience aléatoire : le résultat est un entier compris entre I et
6 dont la valeur ne peut étre connue avant le lancer et en répétant le lancer dans des
conditions identiques on peut avoir un résultat différent.

Le jeu pile ou face, sexe d’un enfant a naitre, temps d’attente d’un client a la poste,
a la durée de vie d’une particule radioactive, etc

o Définition 1.1.2. L’ensemble des résultats possibles d’une expérience aléatoire est
appelé univers. Il est généralement noté ) et aussi connu sous le nom d’ensemble
fondamental ou d’espace des possibles.
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> Exemple 1.1.2. L’univers de I’expérience du lancer de dé est I’ensemble
0 =1{1,2,3,4,5,6}

> Exemple 1.1.3. Le lancer d’une piéce de monnaie est une expérience aléatoire dont
l'univers est I’ensemble

Q = {pile, face}

/\ Remarque 1.1.1. L’univers d’une expérience aléatoire étant un ensemble, sa des-
cription s appuie donc sur la théorie des ensembles. On utilise en particulier la notion
de produit cartésien, comme lillustrent les exemples suivants.

> Exemple 1.1.4. On lance deux fois de suite un dé. L’espace des possibles associé a un
lancer est J = {1,2,3,4,5,6}. Comme on réalise deux lancers, I’expérience produit
un couple de résultats, c’est-a-dire un élément du produit cartésien J x J = J>.
L’univers de I’expérience est donc Q = {1,2,3,4,5,6}2

Univers plus complexes

> Exemple 1.1.5. Considérons une urne contenant 3 jetons numérotés de 1 a 3. On
tire au hasard un premier jeton puis un second jeton (sans remise). Le résultat de
Iexpérience est donc une paire (ordonnée) d’éléments choisis dans J = {1,2,3}.
L’univers n’est pas cependant J? . En effet, si on tire d’abord le jeton 1, par exemple,
celui n’est plus disponible dans l'urne. Les résultats de [’expérience sont donc des
paires d’éléments distincts. L’univers est alors

Q = {(a,b) € T*|a # b},
= {(1,2),(173),(271)7(2,3)7(371)7(372)}~

Cet ensemble ne peut pas se formuler plus simplement sous forme d’un produit cartésien,
par exemple.

> Exemple 1.1.6. On lance deux dés simultanément. Si on consideére les deux dés
comme indiscernables, on ne doit pas faire de différence entre les paires (1,2) et
(2,1) : rien ne permet d’ordonner les dés. On peut représenter I’univers sous la forme
suivante :

U = {{a,b}a € {1,2,3,4,5,6} erb € {1,2,3,4,5,6}}.

Dans cette définition, la notation {a, b} désigne I’ensemble contenant les deux éléments
a et b. Par nature, un ensemble n’est pas ordonné et de ce fait, {a,b} = {b,a}, ce qui
semble bien adapté pour I’expérience considérée. Cependant, un ensemble ne contient
qu’une seule fois chacun de ses éléments. De ce fait, I’ensemble {a,a} correspond
en réalité a I’ensemble {a}. Techniquement, ce détail ne change rien a la qualité de
la modélisation : les seuls singletons de U correspondent aux lancers pour lesquels
on obtient deux fois le méme chiffre. Il est parfois cependant plus clair de supposer
les objets étudiés comme discernables et donc de considérer comme dans I’exemple
1.5 des n-uplets plutot que des sous-ensembles de n éléments. En considérant les dés
comme discernables, on obtient ici le méme univers que dans I’exemple c’est-a-
dire :
0=1{1,2,3,4,5,6} x {1,2,3,4,5,6}.
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1.1.2 Eveénements aléatoires

o Définition 1.1.3. Soit une expérience aléatoire £ et son univers ). Un événement
aléatoire correspond a une affirmation qui peut étre vraie ou fausse suivant le résultat
de Uexpérience aléatoire. Un événement aléatoire est un sous-ensemble de tous les
résultats possibles de I’expérience aléatoire, donc un sous-ensemble de 'univers ().
On appelle événement élémentaire les ensembles de résultats possibles réduits a un
seul élément, c’est-a-dire les singletons de E(QY). Un événement élémentaire est donc
de la forme {w} pour tout w € ().

> Exemple 1.1.7. On considere le lancer lancer d’un dé. Voici quelques exemples
d’évenements :
— [’évenement A = {1,3,5} correspond a I’obtention d’un chiffre impair;
— [’événement B = {2,4,6} correspond a I’obtention d’un chiffre pair;
— U'événement C' = {4,5,6} correspond a I'obtention d’un chiffre supérieur ou
égal a trois; I'événement D = {4} correspond a I’obtention d’un quatre. C’est
un évenement élémentaire.

> Exemple 1.1.8. Dans l’expérience des deux lancers successifs d’un dé :
— Dobtention de deux fois de suite la méme valeur est I’événement

A=1{(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)};
— Dobtention d’un tirage dont le premier lancer est pair est I’événement
B =1{2,4,6} x{1,2,3,4,5,6}.

Une formule logique relativement simple peut conduire a un événement complexe,
comme le montre I’exemple suivant.

> Exemple 1.1.9. On considere I’expérience des deux lancers d’un dé et I’événement
“obtenir une somme de 6 en ajoutant le résultat des deux lancers”. Une fagon simple
d’écrire I'événement de facon ensembliste est la suivante

A= {(u,v) € {1,2,3,4,5,6}*|u + v = 6}.

Bien que parfaitement correcte mathématiquement, cette formulation ne renseigne pas
beaucoup sur ’évenement. Malheureusement, il n’existe pas d’autre formulation simple
et on doit donc se contenter soit de la formule précédente, soit d’une description ex-
haustive de A (en extension)

A= {(1> 5)7 (2, 4)7 (37 3)a (4> 2)? (57 1)}
L’expérience étant trés simple, la description exhaustive n’est pas trop grande.

/\ Remarque 1.1.2. Dans le cas d’une expérience plus complexe, on peut rapidement
arriver a des formulations ensemblistes assez lourdes.

1.1.3 Vocabulaire probabiliste VS ensembliste

Vocabulaire probabiliste Bien que I'univers d’une expérience et les événements
associés soient décrits grace aux concepts de la théorie des ensembles, la théorie des
probabilités utilise un vocabulaire différent détaillé ci-dessous (ce vocabulaire est en
partie partagé avec la logique mathématique).
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’ Vocabulaire probabiliste Vocabulaire ensembliste Notation ‘
évenement de 1’univers €2 sous-ensemble de €2 AcCQ
évenement impossible ensemble vide 0
évenement certain ensemble plein 2 Q
évenement contraire de A complémentaire de A dans €2 A
A et B sont incompatibles A et B sont disjoints ANB =1
A implique B A est inclus dans B ACB
AetB intersection de A et B ANB
AouB union de A et B AUB
A mais pas B A privé de B : différence A moins B A\ B
A ou bien (ou exclusif) B différence symétrique de A et B AAB

N

ou
— A\ B = AN B est la différence A moins B qui représente I’ensemble des
éléments qui se trouvent dans A mais pas dans B
— AAB=(AUB)\(ANB)=(A\ B)U(B\ A) estla différence symétrique
de A et B qui représente I’ensemble des éléments qui se trouvent soit dans A
soit dans B mais pas simultanément dans A et B

A B

AAB

Pour bien utiliser les notations ensemblistes et le vocabulaire probabiliste, il faut
conserver al’esprit le sens d’un éveénement : ¢’est un sous-ensemble de tous les résultats
possibles pour une expérience. Chacun de ces résultats réalise I’événement. En ce sens,
A et B doit bien se traduire par ’intersection des ensembles A et B : en effet, pour
réaliser a la fois A et B, il faut qu’un résultat de 1’expérience appartienne aux deux
ensembles, ce qui est exactement la définition de AN B. On raisonne de la méme fagon
pour A ou B et pour AimpliqueB. La traduction des connecteurs logiques (et, ou,
implique) en opérations ensemblistes facilite le passage d’une formule logique a une
description ensembliste pour un éveénement.

1.1.4 Tribu

Soit une expérience aléatoire et sont univers €2, A un ensemble de sous-ensembles
(parties) quelconque de €2 et P(2) 'ensemble des sous-ensembles (parties) de €.
— Quand ( est fini : on peut s’intéresser a tous les événements de P(2). P(Q)
est alors une tribu
— Quand (2 est infini : on se restreint a une classe d’événements plus petite de
P(Q2). Cette classe (ensemble de parties) est appelée tribu (qu’on notera .A).
Une telle famille est appelée tribu si elle vérifie les propriétés suivantes :

i Qe A
(i) si A € A= A€ A(stabilité par complémentarité)

(iii) si Ay, Ao, ... est une suite finie ou infinie dénombrable d’éléments de A,
alors I’évenement | J,; A; € A (stabilité par union dénombrable)
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/\ Remarque 1.1.3. : Attention! une tribu sur € est un ensemble dont les éléments
sont des parties de 'univers ).
Proposition : Soit A une tribu sur I’univers Q2. Alors
—0eA
— si Ay, Ag, ... est une suite finie ou infinie dénombrable d’éléments de A4, alors
I’événement (,-, A; € A (stabilité par intersection dénombrable)

Démonstration. Ces propriétés se déduisent des axiomes de la tribu qu’on vient de voir
en passant au complémentaire. .4 est une tribu sur .4, on a donc
— Qe A= Q=0 e A axiome 2)

— Ona (0@1 Ai) = UZ.21 A;.Si A;>1 € Aalors A; ;>1 € A et donc de part
I’axiome portant sur la stabilité par union dénombrable ona | J,~, 4; € A
B O
> Exemple 1.1.10. exemples de tribu
(i) A={0,Q} (c’est la plus petite tribu)
(ii) A = 2 (c’est la plus grande tribu)
(iii) siACQ A={0, A A Q}
/\ Remarque 1.1.4. Lorsque 'univers Q) est dénombrable (en particulier fini), on

prends toujours pour tribu A = 2% : 'ensemble de toutes les parties de ) (la plus
grande tribu)

1.1.5 Objectifs du calcul des probabilités

Apres avoir défini une expérience, événement, etc, maintenant nous allons voir
comment on calcule “les chances” de voir un tel ou tel événement se réaliser a la suite
d’une expérience aléatoire. Ceci est fait par le calcul des probabilités

1.1.6 Probabilité

Soit une expérience aléatoire et son univers 2. a laquelle on associe le couple
(€2, .A) ot A est une tribu de I’univers €.

o Définition 1.1.4. On appelle probabilité sur A (ou mesure de probabilité) une fonc-
tion P de A dans [0, 1] telle que :
1. P(Q)=1
2. pour toute suite de sous-ensembles de ), (A;);>1 disjoints deux a deux (c’est-a-
dire tels que pour tout j # k, A; N A = 0),

P4 | =D P4
i>1 i>1
Cette seconde propriété est la sigma additivité de la mesure de probabilité.

Il provient immédiatement de la définition [1.1.4]

(i) P(@) = 0 : en choisissant A; = Ay = (), on sait que 0 < P(0) = lim,,_, o, P(0)
et par conséquent P(()) = 0;
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(i) P(AU B) =P(A) + P(B) pour tous A, B € A disjoints : en choisissant A; =
A/ Ag=BetAs3=A,=...=0,onaP(AUB)=P(A4) + P(B)

Voici quelques conséquences immédiates de la définition de IP. Pour tout A, B € A,
nous avons

1. P(A) =1—-P(A)
2. AC B=P(B)=P(A) + P(B\ A) > P(A)
3. PLAUB) =P(A) +P(B) — P(AN B)
> Exemple 1.1.11.
— [Dexpérience du jeu plie ou face correspond ) : Q0 = {pile, face}, A = {0, {pile},{face}, Q}
et P(0 = 0,P({pile}) = P({ face}) = 3,P(Q) =1

1.1.7 Cardinaux et opérations ensemblistes

1.1.8 Cardinal d’un ensemble

o Définition 1.1.5. Soit A un ensemble fini. On appelle le cardinal de A qui est noté
|A|, card(A) ou encore #A. le nombre d’éléments de A. L’ensemble vide est de car-
dinal nul.

Quand A est fini, on peut numéroter ces éléments et donc écrire

A={ay,as,...,an}

sin = |Al

1.1.9 Cardinaux et opérations ensemblistes

On peut parfois calculer le cardinal du résultat d’une opération ensembliste a partir
des cardinaux des ensembles impliquées, comme dans les cas suivants :
Union disjointe soient A et B deux ensembles finis disjoints, c’est-a-dire tels que
AN B =.On aalors
|AU B| = |A| +|B].

Union soient plus généralement deux ensembles finis, on a
|AUB| =|A|+ |B| - |AN B|
Ensemble des parties soit A un ensemble fini, on a
()| =2
Produit cartésien soient A, ..., A,, n ensembles finis, on a

|A1 X Ag x ... X Ap| = |A1| X |A2| X ... X |A4,]
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1.1.10 Equiprobabilité

o Définition 1.1.6. Soit une expérience aléatoire et son univers fini Q. Les événements
élémentaires {w; } sont dit équiprobables si

1
Yw e Q, P{w}) = —.

€2

Dans ce cas on dit que P est une probabilité uniforme sur Q) car elle associe a chaque
évenement élémentaire la méme probabilité.

1.1.11 Espace de probabilité

o Définition 1.1.7. Soit Q2 'univers d’une expérience aléatoire, A une tribu de ) et
P une mesure de probabilité définie sur A, alors le triplet (Q, A, P) et appelé espace
probabilisé ou espace de probabilité. la fonction P est appelée loi de probabilité ou
mesure de probabilité sur A ou sur I’espace probabilisable formé par le couple (2, A)

résumé
Pour résumer, la description d’une expérience aléatoire £ se formalise mathématiquement
en définissant

1. I’ensemble fondamental 2 (I’univers) définissant 1’ensemble des résultats pos-
sibles de &, appelés événements élémentaires ;

2. un ensemble A de parties de €2, appelées événements : une tribu.

3. une fonction P : A — [0, 1], appelée mesure ou distribution de probabilité, qui &
tout événement A associe P(A), la probabilité de cet événement,

soit I’espace de probabilité (€2, A, P)

1.1.12 Probabilités conditionnelles

Nous rappelons dans ce paragraphe la notion de conditionnement par rapport a un
événement.
Soit (2, A, P) un espace de probabilité associé a une expérience aléatoire.

o Définition 1.1.8. Soit un événement B de probabilité P(B) > 0. La probabilité
conditionnelle d’un événement A sachant [’evénnement B représente la probabilité
que ’événement A se réalise, sachant que I’événement B s’est réalisé. Elle est noté
P(A|B) et est donnée par
P(AN B)
P(A|B) = ———-
(AIB) = 5
Ceci explicite le fait que, il se peut que la réalisation de B, fournisse une informa-
tion sur la réalisation possible de A. Cette information est représentée par la probabilité
conditionnelle P(A|B). On a également
P(AN B)
P(B|A) = ———
(BIA) = 5
Le calcul de cette probabilité (P(A|B)) s’effectue donc connaissant la probabilité
P(B) et la probabilité P(B|A). C’est la régle de Bayes que nous allons le voir dans le
paragraphe suivant.
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1.1.13 Théoreme de Bayes
1.1.13.1 Théoreme de Bayes : cas de 2 évenements

Soient A et B deux événements.

Théoreme 1.1.1. Le théoréme de Bayes énonce des probabilités conditionnelles : étant
donné deux évenements A et B, le théoréme de Bayes permet de déterminer la proba-
bilité P(A|B), si I’on connait les probabilités P(B), P(B) et P(B|A). En partant de la
définition de la probabilité conditionnelle[I.1.8) le théoréme de Bayes est donné par :
P(B|A)P(A)
P(A|B) = P(B) . (1.1)
/\ Remarque 1.1.5. Chaque terme du théoréme de Bayes a une dénomination usuelle.
— P(A) est la probabilité a priori de A. Elle est “antérieure” au sens qu’elle
précede toute information sur B. P(A) est aussi appelée la probabilité margi-
nale de A
— de méme P(B) est appelé la probabilité marginale ou a priori de B.
— P(A|B) est appelée la probabilité a posteriori de A sachant B. Elle est “postérieure”,
au sens qu’elle dépend directement de B.
— IP(B|A), pour un B connu, est appelé la fonction de vraisemblance de A.

P(B|A) , « . » .
— B(p) leprésente la connaissance” que B fournisse sur A.

/\ Remarque 1.1.6. on a également
P(A[B)P(B)

B(BI4) = —5h

1.1.13.2 Formule des probabilités totales

Soit un espace probabilisé (€2, .A,P). Si (B;) ;er un ensemble d’événements dis-
joints et dont I’union est 1’'univers (événements formant une partition de 1’univers), et
si quel que soit i € I,IP(B;) > 0, alors, pour tout événement A,

P(A) =) P(A|B;)P(B;).
icl
Le théoreme de Bayes énoncé précédemment peut donc s’écrire :
P(B|A)P(A)
(B|A)P(A) + P(B|A)P(A)
du fait que I’application de la formule des probabilités totales sur les évenements A et
A permet de calculer P(B) comme P(B) = P(B|A)P(A) + P(B|A)P(A). Idem pour
I’ autre forme du théoréeme de Bayes.
De facon générale, le théoreme Bayes prend la forme suivante :

P(A|B) = =

1.1.13.3 Théoreme de Bayes : cas de n évenemts

Soient n événements Aq, As, ..., A, deux a deux disjoints de I’univers et dont
I’union est I'univers (formant une partition) avec Y .~ P(A4;) = 1 et P(4;) > 0Vi:

_ P(A)P(BJA)
PAIB) = S~ Ba,)p(BI4y)

ot on a appliqué la formule des probabilités totales pour le calcul de P(B) = > | P(B|A4;)P(4;).
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1.1.14 Indépendance d’événements

Soit (2, 4, P) un espace de probabilité associé a une expérience aléatoire.

1.1.14.1 Cas de deux évenements
© Définition 1.1.9. Deux événements A et B (dans A) sont dits indépendants si
P(AN B) =P(A)P(B)-

On note A 1. B. Ceci traduit le fait que la réalisation de B n’apporte pas d’informa-
tion sur la réalisation possible de A.
A ne pas confondre avec le cas on A et B sont disjoints ¢-a-d

ANB=0=P(AUB)=P(A) +P(B)

/\ Remarque 1.1.7. Si I’événement A et indépendant de 1’événement B alors :

P(A|B) = P(Pfl(g)B ) _ P(ﬁgglg ) _ p(a).
et par équivalence
P(B|A) = P(B)-

(siP(B) > 0).
La définition se généralise au cas de plusieurs évenements comme suit.

1.1.14.2 Cas de plusieurs évenements

Soient Ay, Ao, ..., A, névénements de la tribu A. Ces événements sont dits indépendants
si et seulement si, pour toute partie I={i1,...,i;}C{1,2,...,n}, de j événements parmi n
J=2,...,n)ona

P(A;, M A,N, ... ,NA;) =P(A;;) x P(Az,) x ... x P(Ay;)-
En particulier, pour j =nona:
P(A; N AN, ...,NA,) =P(A;) x P(As) x ... x P(4,,)-
A\ Remarque 1.1.8. On utilise souvent la notation du produit cartésien || et 'on a :
P (ﬂ AZ-) = H P(A;).
i€l il

etpour] ={1,2,...,n}ona

1.2 Lois de probabilités discretes

Une loi de probabilité P est concentrée ou est portée sur un ensemble A € A
lorsque P(A) = 1.
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1.2.1 probabilités discretes : définition

o Définition 1.2.1. Une loi de Probabilité P est dite discrete si elle est concentrée sur
un ensemble fini ou dénombrable d’événements élémentaires.

o Définition 1.2.2. Un ensemble est dit dénombrable, ou infini dénombrable, lorsque
ses éléments peuvent étre listés sans omission ni répétition dans une suite indexée par
les entiers. ) est donc dit dénombrable si ces éléments peuvent étre listés en une suite
infini d’événements élémentaires wy,ws . . .

1.2.2 Loi de probabilité discrete : définition

o Définition 1.2.3. Loi de probabilité discréte

Soit l'univers Q = {w1,wa, ...} un ensemble fini ou dénombrable d’événements
élémentaires w;. Soit A un événement constitué d’événements élémentaires deux a deux
disjoints, on a donc (d’apres la propriété de sigma-additivité (additivité des probas

d’vénemts disjoints))
PA) = S Pw) = 3 pe
w;EA w; EA

P(w;) qu’on note p; et vérifié les deux propriétés suivantes
Propriétés 1.2.1.

1. P(wq) S [0, 1]

2. Y, eqPlw) = 1(¢-a-d Y32 Plw;) = 1)



Chapitre 2

Variables aléatoires discretes

2.1 Introduction

Pour définir une variable aléatoire, seul I’espace probabilisable (€2, .4) suffit (P on
la laisse de c6té pour le moment)

2.2 Variables aléatoires

o Définition 2.2.1. Soit un espace probabilisable (), A). Une Variable aléatoire X
est une fonction numérique sur 'univers 0 qui pour tout événement élémentaire w
(résultat de I’univers), lui associe une valeur X (w) :

X : Q—F
w— X(w)

X : QQ — FE est une variable aléatoire (v.a.) si pour tout ensemble I € E, I’image
réciproque de I appartient a la tribu :

VIcE,X 1) e A
Remarque : Lorsque 2 est dénombrable on prend A = 29
o Définition 2.2.2. Soit un espace probabilisable (2, A) et une v.a. X. X est une v.a.
réelle si
X : Q—R
/\ Remarque 2.2.1. Il est trés pratique d’introduire la notation suivante
{we X(w)elt:={Xel},ICR
En particulier, nous noterons {w € ; X (w) < z} := {X < z}.

> Exemple 2.2.1. Exemples de v.a. : Soit [’expérience qui consiste a jouer deux fois
de suite pile ou face. L'univers est dans ce cas Q = {pp,pf, fp, ff} (I'ordre des
lancers étant pris en compe). Si I’on désigne par X la variable aléatoire représentant
le nombre d’apparitions de pile dans cette expérience, on a alors

2 si w=pp
Xw) =4 1 si we{pf, fp}
0 si w=ff

17
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On en trouve plusieurs types de variables aléatoires.

2.2.1 Types de variables aléatoires

Soit X un variable aléatoire. X est dite une variable quantitative si elle prend des
valeurs dans R. Il s’agit d’une variable représentée par une quantité (une valeur) telle
que 1’age, le poids et la taille, etc.

Une variable qualitative est quant a elle une variable représentée par une qualité
(ou catégorie), telles que le sexe, encore 1’état civil, le degré de satisfaction d’un service
quelconque, etc. La variable qualitative est donc représenté par une modalité plutdt que
d’une valeur.

Il existe deux types de variables de variables quantitatives : variables discretes et
variables continues.

2.2.2 Variables aléatoires discretes

o Définition 2.2.3. Une variable aléatoire est dite discrete si elle ne prend que des
valeurs discontinues dans un ensemble fini ou dénombrable : c’est a dire si les valeurs
x de X sont en nombre fini ou dénombrable (X () est fini ou dénombrable).

Exemples : le résultat du jet d’un dé, le nombre d’enfants dans une famille, le
nombre de personnes ayant une maladie rare dans une ville donnée, sont des variables
aléatoires discretes.

o Définition 2.2.4. Une variable aléatoire est dite continue ou a densité si elle prend
ses valeurs dans R ou une partie ou un ensemble de parties de R.

Exemple : la moyenne des étudiants, la taille, etc sont des variables aléatoires conti-
nues.

Pour les variable aléatoires qualitatives, il existe également deux types de variables :
variables nominales ct variables ordinales.

o Définition 2.2.5. Une variable aléatoire qualitative nominale est une variable qui
correspondent a des noms, il n’y a aucun ordre précis sur les modalités. Ce sont seule-
ment des mots dans le désordre.

Par exemple, la variable sexe est une variable qualitative nominale qui a deux mo-
dalités possibles : féminin ou masculin et dont I’ ordre n’importe pas. Un autre exemple
est celui de la catégorie socioprofessionnelle

2.3 Probabilité image

Soit un espace probabilisable (£2,.4) et une v.a. X sur (€2,.4), alors la fonction p
définie par
VIER, p(I) =P (X~'(1))
est une probabilité. p s’appelle probabilité image de P. La probabilité image vérifie

les propriétés de probabilités (vues dans[1.1.6)

A Remarque 2.3.1. La fonction p(I) sera notée dans la suite P(I). Elle est trés
intéressante parce qu’elle permet le calcul des proababilités de la v.a. X sans continuer
a se référer explicitement a I’espace probabilisé (2, A, P)
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2.4 Fonction de répartition d’une v.a.

2.4.1 Fonction de répartition d’une v.a.

La fonction de répartition d’une variable aléatoire X, notée F'x, caractérise la loi
de probabilité de cette variable. La fonction de répartition F'x associe a toute valeur de
x (réelle ou discrete)

Fx(z) =P(X <) @.1)

Elle représente la probabilité que la variable aléatoire X prenne une valeur inférieure
ou égale a x. Cette fonction est définition pour une v.a. discrete (et continue) et vérifie
les propriétés suivantes :
Propriétés 2.4.1.

(i) Fx(x) €10,1]

(ii) Fx(x) est croissante
(iii) mgrfm Fx(z)=1et mglzloo Fx(z)=0

(iv) Fx(x) est continue a droite : Fx(x) = Fx(a™)

/\ Remarque 2.4.1. Si a < b, la probabilité que X se trouve dans intervalle ]a, b]
est donc

P(G<X§b) = Fx(b)—Fx(a)

2.4.2 Calcul des probabilités avec la fonction de répartition

Soit une v.a. X est sa fonction de répartition Fx (). On suppose que Fx(x) est
connue, on alors

Propriétés 2.4.2.
(i) P(X >z) =1— Fx(x)
(ii) Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a)
(iii) P(X < x) est continue a gauche : P(X < z) = Fx(x™)
(iv) P(X =x) = Fx(a2%) — Fx(z7)
/\ Remarque 2.4.2. Deux conséquences importantes de cette derniére propriété : v.a.
continues et v.a. discretes :
— Si F est continue en x, alors P(X = z) = 0(car Fx(z7)—Fx(z7) = Fx(z).
La probabilité attaché a un point d’une v.a. continue et nulle
— Si F n’est pas continue en z, alors Fx (x") > Fx(x™) (F étant croissante) et

donc P(X =1z) > 0.
= La probabilité attaché a un point d’une v.a. discréte est non nulle

/\ Remarque 2.4.3. Probabilités attachée a un intervalle d’une v.a. discrete :
On a, la probabilité attachée a un intervalle d’une v.a. discréte est nulle :

P(.’lﬁl <X < .’L‘i+1) = P(X < SCZ‘+1)—P(X < xz) = FX(«T;Ll)_FX(wi) = FX(xi)_FX(mi) =0

(du fait que P(X < x;41) est continue & gauche comme vu précédemment)
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> Exemple 2.4.1. Exemple d’une fonction de répartition : On reprend la v.a. de
I’exemple[2.2.1} L’espace probabilisé dans ce cas est (2, A, P) avec Q = {pp, pf, fp, [},
A = 2% et P({pp}) = P({pf}) = P({fp}) = P({ff}) = 1/4 Et on a aussi
po=P(X=0)=1/4p =P(X =1)=1/2 et po = P(X = 2) = 1/4. La fonction
de répartition de X est

0 si z€]—o00]
) 174 si xe[0,1]
Fx () = 3/4 si xe[l,2]
1 si x€[2,+]
et son graphe est
Fx(x)
T im =1/4
3/4 - o—(
'pl =1/2
1/4 »—I—(p() — 1/4‘ |
0 1 > T

2.5 Loi de probabilités

P(X = x) est appelée loi de probabilités de la v.a. X et vérifiés les propriétés d’une
loi de probabilités vues en|[I.2.T]et en particulier

Propriétés 2.5.1. (i) P(X =z) € [0,1]
(i) Ypex PX =2)=1

2.5.1 Relation entre la fonction de répartition et la loi de probabi-
lités
Soit X une v.a. ré¢lle discrete de loi de probabilité P(X = z) et de fonction de
répartition Fx (x), on a

2.6 Espérance mathématique d’une variable aléatoire
discrete
L’espérance mathématique d’une variable aléatoire réelle représente la valeur moyenne

prise par cette variable aléatoire.

2.6.1 Définition de I’espérance

Soit X une variable aléatoire discréte prenant ses valeurs dans I’ensemble {1, ..., x,}
avec des probabilités respectives py, ..., p, ¢adP(X = zx) =pretd> o_, pr = 1.
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< Définition 2.6.1. L’espérance de X est donnée par

E[X] =) apP(X = ax) = Y prak (2.2)
k k

Pour que I’espérance existe (elle peut ne pas exister), il faut que la série y_, xy.py, soit
convergente : E[| X || = ", prlak| < oo.

/\ Remarque 2.6.1. On peut remarquer que l’espérance d’une variable aléatoire bi-
naire est égale a la sa probabilité de valoir 1, autrement dit si X est une v.a binaire
(prenant ses valeurs dans {0,1}, on a alors E[X] = P(X = 1).

2.6.2 Propriétés de I’espérance
(i) E[X + Y] =E[X] + E[Y] (linéarité de I’espérance)
(i) |E[XY] < /E[XZ?]E[Y?] (inégalité de Cauchy-Schwartz)

(iii) Linéarité de I’espérance : Soit X une v.a réelle, deux fonctions g,h : R — R et
deux réels a et b, alors
Ela.g(X) + b.h(X)] = a.E[g(X)] + b.E[h(X)]
ainsi le cas particulier affine consiste en la propriété suivante :

ElaX + b = aE[X] + b

= On dit que I’espérance est linéaire
Conséquence : Soient n variables aléatoires X1, ..., X,. Alors

]E[Z Xi] = Z E[X]

(iv) positivité de I’espérance : si X est une v.a. positive alors E[X] > 0

(v) Croissance de 1’espérance : Soient g et h deux fonctions numériques telles que
9(X) < h(X) alors E[g(X)] < E[h(X)] (On a en effet g(X) — h(X) > 0 donc
E[g(X) = h(X)] = E[g(X)] - E[2(X)] > 0)

(vi) Soi a une constante, alors E(a) = a

(vii) S’il existe une constante a telle que P(X > a) = 1, alors E[X] > a (se démontre
par I'inégalité de Markov)

(viii) S’il existe une constante b telle que P(X < b) = 1, alors E[X]| < b (de méme)

(ix) S’il existe deux constantes a et b telles que P(a < X < b) = 1, alors
a<E[X]<b

Théoreme 2.6.1. Soit une fonction ¢ avec Y, pi|o(zk)| < oo, alors,

Elp(X) =Y P(X =zp)p(zr) = Y pr plax)
k k
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Démonstration. En notant Y = ¢(X) nous avons

Elp(X)] = E[Y]=) P(Y =y,)y
j=1
= ZP(w(X) =y;)e(x;)

= Y D> P(X =a)e(a)

J=1k=1]p(X)=y;

SR =zl
k=1

= > prelax)
k

O

2.7 Variance et écart type d’une variable aléatoire discrete

2.7.1 Définition
On appelle variance d’une variable aléatoire X la quantité définie par :
var[X] = E[(X — E[X])?] = E[X?] - (E[X])? 2.3)

Ainsi, la variance notée 0% et sa racine carrée I’écart-type (noté oy ) mesurent la dis-
persion de la variable aléatoire X autour de son espérance E[X].
Cas d’une v.a. discrete :

/\ Remarque 2.7.1. Comme on sait que E[p(X)] =Y P(X = z)p(x), la variance
d’une v.a. discrete est donc aussi donnée par

var[X] = ) (¢ - E[X])’P(X ==z)

var[X] = ZCEQP(X = z) — (E[X])?

En général, il est plus simple de calculer la variance avec la formule var[X]| =
E[X?] — (E[X])?

2.7.2 Propriétés de la variance

Comme la variance est une espérance, ses propriétés se démontrent donc a 1’aide
des propriétés de I’espérance.

Propriétés 2.7.1. Soit X une v.a. réélle.

(i) var(X) >0
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(ii) Soient deux réels a et b Var(aX +b) = a®?Var(X) = On dit que la variance
est quadratique

(iii) var(X) = var(—X)

(iv) var(X + ¢) = var(X) pour tout réel ¢
(v) var(c) = 0 pour tout réel c

(vi) SiP(X = a) =1alorsvar(X) =0

Démonstration. ]

2.8 Inégalités Classiques

2.8.1 Inégalité de Markov

L’inégalité de Markov donne une borne supérieure de la probabilité qu’une variable
aléatoire réelle positive soit supérieure ou égale a une constante positive. (Elle relie
cette probabilité a I’espérance de la v.a.)

Théoreme 2.8.1. (Markov) Soit X une variable aléatoire réelle positive, a valeurs
dans E C R, définie sur un espace probabilisé (), A, P), alors

Ya > 0, P(X >a) < EIX],
a
Démonstration. On a :
EX] = > aP(X =nz)
zeFE
= Zx]P’(X:m)—i—Zx]P’(X::E)
T€EA z€EA

avec A = {z € E|r > a} et A le complémentaire de A dans E. Donc

>0
EX] > ) zP(X=u)
T€A
r>a
> D aP(X =nu)
z€A
> a) P(X=2)=aP(X €A)=aP(X >a).
T€A

De cette inégalité, il en découle un corollaire, trés connu également et qui donne
une borne supérieure de la probabilité qu’une fonction positive d’une variable aléatoire
réelle soit supérieure ou égale a une constante positive.

Corollaire 2.8.1. Soit f une fonction croissante et positive ou nulle sur ’intervalle
1. Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2, A, P), et
telle que P(X € I) = 1. Alors

B[f(X)]

Va € I, tel que f(a) > 0, P(f(X) > a) < .
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Démonstration. méme chose que pour la démonstration2.8.1]: On a :

Ef(X)] = ) f@)P(X =x)

zeE

= Y J@PX =2)+)Y f@)P(X =2)

€A z€A

avec A = {z € E|f(x) > a} et A le complémentaire de A dans E. Donc

Ef(X)] > Y fl@)P(X =)

z€A
> ZaIF’(X:;L’)
z€A
> a) P(X=2)=aP(X €A) =aP(f(X) > a).
z€A

2.8.2 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev permet de montrer qu’une variable aléatoire
prendra presque sirement une valeur proche de son espérance. (Elle relie cette proba-
bilité avec la variance de cette variable aléatoire)

Théoreme 2.8.2. (Tchebychev) Soit X une variable aléatoire réelle a valeurs dans F
définie sur un espace probabilisé (2, A,P) , . Alors
var(X)

g2
Démonstration. On applique ’inégalité de Markov (corollaire [2.8.1)) avec f(X)
| X —E[X]|? eta =&

Ve>0, P(X-E[X]|>¢)

N

o

2.8.3 Inégalité de Jensen

Soit f une fonction convexe sur un intervalle réel I etX une variable aléatoire a
valeurs dans I, dont les espérances E(X) et E[f(X)] < oo existent (E(|X]|) < oo et
E[|f(X)]] < o0). Alors,

fEX)) <E[f(X)].

2.9 Moments d’une v.a. et fonction génératrice des mo-
ments

2.9.1 Moments d’une v.a.

Pour I’instant on s’était intéressé a I’espérance et la variance d’une v.a. Comme on
va le voir, ces deux statistiques correspondent a deux cas de ce que 1’on appelle les
moments. Plus généralement le moment d’ordre  (r > 0) de la v.a X est

EX"] =Y 2"P(X =)
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et respectivement de moment centré d’ordre r (r > 0) la quantité donnée par
E[(X -EX])] =) (z-EX))"P(X =2).

On peut tout de suite remarquer que 1’espérance mathématique d’une v.a. correspond
au moment d’ordre 1 et que la variance correspond au moment centré d’ordre 2.

/\ Remarque 2.9.1. Notons que les puissances non entieres ne sont définies que pour
les nombres positifs x” = exp(rln(z)), = > 0.

2.9.2 Fonction génératrice des moments

La fonction génératrice des moments d’une variable aléatoire X engendre les mo-
ments associés a la distribution de probabilités de la variable aléatoire X. Elle est
définie par

Mx(t)=E ("), teR.

Pour une v.a. discrete, la fonction génératrice des moments de X est donc donnée par

Mx(t) =E () =) "P(X =2), teR

Dans la suite, toutes les variables aléatoires considérées seront discretes (i.e. I’en-
semble X () des valeurs prises par X est fini ou dénombrable).
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Chapitre 3

Couples de variables aléatoires
discretes

Soient X : ) —+ X etY : Q — ) deux variables aléatoires discretes définies sur
le méme espace probabilisé (€2, A, P). Notons px v (z,y) = P(X = 2,Y = y) laloi
du couple (X,Y) et px(x) = P(X = z) laloi de X.

3.1 Loi jointe d’un couple de variables aléatoires discretes

Soient X et Y deux variables discretes telle que X prend ses valeurs dans I’en-
semble X et ) prend ses valeurs dans I’ensemble ). La loi jointe du couple (X, Y") est
définie par I’ensemble des probabilités :

P(X =2,Y=y) avecz e Xetyec).

/\ Remarque 3.1.1. Cette loi peut étre représenté sous la forme d’un tableau dans le
cas out les v.a prennent un nombre petit de valeurs

] Y/X [ ] T | ... | Somme des colonnes |
y PX =2,Y =y) PY =y)
Somme cies lignes P(X =x)

TABLE 3.1 — Loi jointe de couple de v.a discretes

3.1.1 Loi marginale d’une v.a. discrete

La loi de chaque variable est donc donnée par la loi marginale comme suit :
P(X=2)=) PX=z,Y=yetP(Y=y)=> PX=2Y=y) G
yey reX

On peut remarquer que ces lois correspondent respectivement a la somme des lignes et
la somme des colonnes dans le tableau précédent (3.1).

27
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Les variables X et Y sont des variables aléatoires discretes de lois respectives

Px(x) = Z]P’(Xz:v,Yzy) (3.2)
yeB
et
Px(y)=> P(X =2,Y =y) (3.3)
T€A

3.2 Lois conditionnelles et théoréeme de Bayes

Soient X et Y deux variables aléatoires de loi respectives px (z) P(X) et py (y)
P(Y). Le comportement du couple (X,Y") est entierement décrit par leur distribu-
tion jointe px y (z,y) = Pxy (X = z,Y = y). Il se peut que lors du tirage d’une
réalisation de (X, Y"), que la valeur observée (réalisation) x de X fournisse une infor-
mation sur la valeur possible de Y. Cette information est représentée par la distribution
de Y conditionnellement a X = x (distribution de Y étant donné a X = x) soit
Py|x (y|x). Ceci est explicité par le théoréme de suivant, appelé théoreme de Bayes
(ou aussi regle de Bayes ou formule de Bayes)

Théoreme 3.2.1.

PY=yX=z)=PY =y|X =2)P(X =2)
et par symétrie on a également

PY =y, X =2) =P(X =2[Y =y)P(Y =y),

et donc
P(X =a|Y =y)PY =y)

P(Y =yl X =x) = PX =)

3.2.1 Loi conditionnelle d’une v.a. discrete

Soient X : 2 — EetY : Q — F deux variables aléatoires discrétes définies sur
le méme espace probabilisé (€2, A, P). Notons px y (z,y) = P(X = 2,Y = y) laloi
du couple (X,Y) et px(x) =P(X = ) laloi de X.

L’évenement {Y = y}Vy € F, conditionnellement a {X = z} (avec P(X = z) >
0, a une probabilité

R
_ PX,Y(CE, Y
px(z)

Les valeurs P(Y = y|X = z) y € F définissent une probabilité sur I’ et représentent
la distribution de Y sachant X = z.

o Définition 3.2.1. Loi Conditionnelle d’une v.a. discrete La loi conditionnelle de Y
sachant X = x, notée généralement py | x (.|x) est définie par

prixlyle) = )

pour chaque x € E tel que px (x) > 0.
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3.2.2 Espérance conditionnelle d’une v.a.
3.2.2.1 Conditionnement par rapport a un événement

Soit X : @ — X une v.a. réelle discrete et soit B un éveénement de probabilité
P(B) > 0.
o Définition 3.2.2. L’espérance conditionnelle de X sachant I’événement B est définie
par
E[X|B] =Y «P(X =z|B)
zeX
> Exemple 3.2.1. On lance un dé a 6 faces et on note par X la valeur du résultat

a chaque lancé. Si B est I’événement “X est supérieure ou égale a trois”, alors
l’espérance de X sachant B est

6
E[X|B] =) 2P(X = z|B)
z=1

Comme P(B) = 2/3 (car P(B) = P({3}) + P({4}) + P({5}) + P({6}) =4 x 1/6 =
2/3), on a alors, d’apres le théoréme de Bayes
P({X =z} N B)

P(X =z|B) = PE

P{X =z} N B)
0 size{l,2}
: sinon (i.e. six € {3,4,5,6})

siz € {1,2}
sinon (i.e. si x € {3,4,5,6})

X

|
— N W N W
= O

et donc finalement

1 9
IE[X|B]:(1+2)><0+(3+4+5+6)><1:§.

Dans la suite, nous allons considérer le conditionnement par rapport a une v.a.

3.2.2.2 Conditionnement par rapport a une v.a.

o Définition 3.2.3. L’espérance de Y pour la loi conditionnelle P(Y = .| X = x)
s’appelle espérance conditionnelle de Y sachant X = x et vaut :

EY|X =x] = Y yP(Y =y|X =x)
yey
= > ypyix(yle)
yey

qui est une fonction de x.

Soit ¥(x) = E[Y|X = x]. La variable aléatoire ¢)(X) est ’espérance condition-
nelle de Y sachant X et se note (X ) = E[Y|X].
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A\ Remarque 3.2.1. E[Y|X = z] est un réel alors que E[Y | X| est une v.a.

> Exemple 3.2.2. On lance un dé a 6 faces et on note par X la valeur du résultat
obtenu. Ensuite on relance le dé X = x fois de fagon indépendante et on note Y la
v.a. représentant le produit des valeurs obtenus lors des x lancers. Par exemple on
peut calculer E[Y|X = 4]; soit la valeur moyenne des résultats pour 4 lancers. On a
X = 4 donc pour les 4 lancers indépendants

E[Y|X =4] =E[X; x ... x X4] =E[X1] x ... x E[X}]

o X;,t=1,....,4 est lav.a. représentant le résultat du ieme lancer. Comme,

(qui représente la valeur moyenne pour un lancer), on a donc
EY|X =4 =px...xp=p'

qui est bien un réel. On voit bien que lorsqu’on connait X on s’attend a avoir en
moyenne pour Y la valeur X et on a ’espérance conditionnelle de Y sachant X

E[Y]X] = i

qui est une variable aléatoire.

3.3 Covariance de deux variables aléatoires

Quand il s’agit d’une variable aléatoire, on parle de variance comme dans les
définitions (2.3)(2.4). Quand il s’agit d’un couple de deux variables aléatoires différentes,
on parle de covariance de deux variables aléatoires.

On définit la covariance de deux variables aléatoires X et Y par le terme

Cov(X,Y) =E[(X — E[X]) (Y —E[Y])] (3.4)
et on la propriété suivante

Cov(X,Y) = oxy = E[XY] - E[X]E[Y] 3.5)

A\ Remarque 3.3.1. Attention! L’espérance du produit E[XY] se calcule a partir de
la loi jointe du couple (X,Y). Ainsi, dans le cas discret, si X prend ses valeurs dans
A etY prends ses valeurs dans B, on a

EXY] =Y Y ayP(X =2,Y =y). (3.6)

rz€AyeEB

La covariance mesure la dépendance entre deux v.a. Si les deux v.a sont indépendantes,
leur covariance est donc nulle.
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3.3.1 Inégalité de Cauchy-Schwartz

L’inégalité de Cauchy-Schwartz permet de contrdler en espérance les fluctuations
jointes de (X,Y") al’aide des variances individuelles de X et Y,
Pour tout couple aléatoire discret (ou continu) (X, Y") nous avons

(E[XY])* < E[X*|E[Y?].

avec égalité si et seulement s’il existe (a,b) € R? dont I’'un au moins est non nul tels
que P(aX =0Y) =1

3.4 Corrélation entre deux variables aléatoires

La corrélation entre deux variables aléatoires se mesure par le coefficient de corrélation
linaire noté p.

o Définition 3.4.1. Le coefficient de corrélation linéaire entre deux variables aléatoires
X etY est défini par :
Cov(X,Y)

Var(X)Var(Y) .

XY = (3.7
On a toujours px y € [—1,1). Plus |px vy | est proche de 1 plus la corrélation entre les
variables X etY est forte.

/A Remarque 3.4.1. Si X et Y sont indépendantes ou décorrélées, alors Cov(X,Y) =
0 et donc pxy = 0. On a par conséquent, Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

3.5 Indépendance de deux variables aléatoires

3.5.1 Indépendance et loi de probabilités
Soient X et Y deux variables aléatoires de lois respectives px (x) et py (y)

o Définition 3.5.1. X er Y sont dites indépendantes si et seulement si leur loi jointe
est égale au produit de lois marginales :

PY=yX=2)=PX=x)P(Y =y)

pxy(2,y) = px(z)py (v)

Cela vient du fait que, d’une part le comportement du couple (X, Y') est entierement
décrit par leur distribution jointe pxy (x, y) et d’autre part, aprés le tirage d’une réalisation
de (X,Y), la valeur observée (réalisation) = de X fournit une certaine quantité d’in-
formation sur la valeur de Y. Cette information est représentée par la distribution de
Y conditionnellement & X = x soit py|x (y|x). X et Y sont dites indépendantes si
observer une réalisation x de X n’apporte aucune information sur la réalisation pos-
sible de Y étant donné x. Autrement dit, la distribution de Y conditionnellement a X
ne dépend pas de x.

La loi jointe pxy (z,y) est :

pxy (2, y) = py|x (y|z)px () (3.8)
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par le théoreme de Bayes. Ensuite la densité marginale de Y est obtenue en intégrant
cette densité jointe par rapport a x :

py(y) = Z pxy(z,y) = Z py|x (ylz)px (x) (3.9)
TEX TEX

Mais si la loi conditionnelle de Y ne dépend pas de x (cas de v.a. indépendantes), on
peut la sortir de la somme et nous avons alors

py (y) = pyix (Wlz) D> px(x) = pyix (y|2) (3.10)
rzeX
donc
pyix(ylz) = py(y) (3.11)
et par conséquent
pxy(2,y) = px (@)py (y) (3.12)

Plus généralement, deux variables aléatoires réelles X et Y sont indépendantes si
pour tout intervalle A et B de R on a

P(X € AY € B)=P(X € A)P(Y € B).

La condition d’indépendance s’exprime en termes de distributions de probabilité,
mais également en termes de fonction de répartition.

3.5.2 Indépendance et fonction de répartition
Soient X et Y deux variables aléatoires de fonctions de répartitions respectives
Fx(z) et Fy (y)

o Définition 3.5.2. X erY sont dites indépendantes si et seulement si leur fonction de
répartition jointe est égale au produit de fonctions de répartitions marginales :

Fxy(z,y) = P(X<2,Y <y)
= P(X <z)P(Y <y)
= Fx(2)Fy(y)

3.5.3 Indépendance et espérance

X et Y sont indépendantes si et seulement si pour toutes fonctions f(X) et g(Y)

E[f(X)g(Y)] = E[f(X)E[g(Y)]
si les espérances existent. Un cas particulier est bien celui ot f(X) = Xetg(Y) =Y.
On peut alors énoncer le théoreme ainsi Si X et Y sont indépendantes, alors
E[XY] = E[X]E[Y].
Une conséquence de ce théoreme est que deux variables indépendantes sont décorrélées

(leur covariance est nulle).

/\ Remarque 3.5.1. La réciproque est fausse : la décorrélation de deux variables
n’implique pas indépendance, sauf dans le cas v.a a densité normale comme on le
verra plus tard dans le chapitre dédié aux variables aléatoires gaussiennes.



Chapitre 4

Vecteurs Aléatoires discrets

4.1 Vecteurs Aléatoires discrets

Dans cette partie, on généralise les définitions et réultats vus précédemment dans
le cas d’une v.a. ou d’un couple de v.a., au cas d’un vecteur aléatoire.

o Définition 4.1.1. Soit un espace probabilisable (2, A) et une fonction X : (2, A) —
R". X = (X1,...,X,)T est un vecteur aléatoire réel de dimension n (ou une v.a.
réelle de dimension n) si pour tout intervalle I de R™, I'image réciproque de I’inter-
valle appartient a la tribu :

VIeR", X '(I)c A
avec
X M) ={w;3n € N,...,3r, € L,|X1(w) = 21,..., Xn(w) =z, }
Remarque : X (w) est le vecteur X (w) = (X1 (w), ... ,Xn(w))T etl =(I,....1,).

Un vecteur aléatoire réel est donc un vecteur dont les composantes sont des va-
riables aléatoires réelles.

4.1.1 Fonction de répartition

La fonction de répartition d’un vecteur aléatoire X décrit la loi de probabilité d’un
vecteur aléatoire et est donnée par

Fx(x)=Fx(21,...,2p) =P(X1 <21, X2 <z3,..., X;, <) 4.1

Propriétés 4.1.1.
(i) Fx(x1,...,z,) € [0,1]
(ii) Fx(x1,...,xy) est croissante par rapport a chacune des variables x;
(iii) migrilocFX(xl’ oo xp) =1 etmilirzlmFx(xl, o) =0
i=1,...,n i=1,...,n
(iv) Fx(w1,...,2,) est continue a droite : Fx (z1,...,7,) = Fx(z],...,2})
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4.1.2 Loi de probabilité

Lorsque X est un vecteur aléatoire discret, la loi de probabilité (fonction de masse
de probabilité) se définit par

px(x) =P(X =x) =P(X; =21, Xp = 22,..., X,, = ).

On a
P(X €A)=> px(x),
x€A
et
ZPX(X) =1,

xeX

X étant ’ensemble de valeurs que prend X.

Propriétés 4.1.2.
(i) p(x) =P(X1 =21, Xo = 29,..., Xy, = 7,) € [0, 1]
(ii)
Zp(x) :ZZ...ZP(Xl =21, Xo=29,..., Xp=a,) =1
X xry xro Tn
(iii)

FX(Ila"'axn): Z Z Z ]P)(lez,flj,XQj:IQJ_,...,XHJ,:(L‘HJ.)

@1 Sz Ty ST T ST

4.2 Espérance d’un vecteur aléatoire

Soit X = (Xi,...,X,)T un vecteur aléatoire réel. Notons par p; = E[X}]
I’espérance de chaque v.a composante X ;.

o Définition 4.2.1. L’espérance du vecteur aléatoire X est donnée par le vecteur
déterministe
E[X] = (E[X1],.. ., B[ X )T = (1, ooy )T

4.3 Matrice de covariance

La matrice de variance-covariance (appelée aussi matrice de covariance) d’un vec-
teur aléatoire X est la matrice carrée parfois notée 3 dont le terme général est donné
par:

E@j = CoVv (Xz7 X])

Elle est définie comme :
Tx =var(X) =E[(X - E[X])(X -E[X])'], 4.2)
et donc donnée aussi par

Tx =E[XX"] - E[X|(E[X])", (4.3)
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E[X] étant ’espérance mathématique de X . En développant les termes on obtient la
forme suivante :

[E[(X1 — ) (X1 — )] B[(X1 = p1)(Xo —p2)] -+ E[(X1 — ) (Xp — )]
E[(Xy = p2)(X1 — )] E[(Xz — p2)(Xo — p2)] -+ E[(X2 — p2) (X = )]
> =
_E[(Xn - ,un)(Xl - ,ul)} E[(Xn - /L7L)(X2 - ,UQ)] T E[(Xn - /LTL)(X’n - Nn)}_
var(Xq1)  cov(X1Xse) - cov(XiXp) 0%, OxiXs OX1X,
_ | cov(XaXy) _ | oxex,
cov(XpXi) e - var(Xp) X, X, Ug(p
ou les aggi ,j =1,...,psont les variances respectives des v.a X et les ag(hxj N

. . 52 — X,
sont les covariances respectives des couples de v.a (X;, X;) : 0%, v, = cov(X;, Xj).

La matrice de covariance possede les propriétés suivantes :

1. La matrice est symétrique car on a cov(X,Y) = cov(Y, X)

2. Elle est semi- définie positive (ses valeurs propres sont positives ou nulles).

3. Les éléments de sa diagonale (2; ;) représentent la variance de chaque variable,
étant donné la propriété cov(X, X) = var(X)

4. Les éléments en dehors de la diagonale (3; ;,% # j) représentent la covariance
entre les variables i et j.

5. etc

4.4 Matrice de corrélation

La matrice de corrélation (notée R) du vecteur aléatoire X, définie de maniére
analogue a la matrice de covariance, est la matrice dont le terme général est le ccefficient
de corrélation linéaire p; ; donné par I’équation (3.7). Chaque terme p; ; représente la

corrélation entre le couple de variables (X, X;) du vecteur X et pour rappel est donné
CO’U(Xi,Xj) Ti,j

ar p; . = O\l — .
par pi,; Var(X;)Var(X;) 00

/\ Remarque 4.4.1. Toutes les valeurs de la matrice de corrélation sont donc com-
prises entre -1 et +1 et les termes de la diagonale sont égaux a 1.

4.5 Indépendance de vecteurs aléatoires discrets

notion de v.a. i.i.d

Soit X = (X1, Xs, ..., X,,) une suite de variables aléatoires discrétes définies sur
le méme espace de probabilité (2, .4, P) et soit (S, Sz, ..., S, ) une suite d’ensembles
finis ou dénombrables tels que, pour tout i < n, P(X;€S;)=1.
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4.5.1 Indépendance et loi de probabilité

Alors (X1, X, ..., X},) est une suite de variables aléatoires indépendantes (mutuel-
lement indépendantes) si et seulement si, pour tout x = (21, %2, ..., %) € [[1q Si

La loi jointe est donc égale aux produit des lois marginales

4.5.2 Indépendance et fonction de répartition

(X1,...,X,) sontdites indépendantes si et seulement si leur fonction de répartition
jointe est égale au produit des fonctions de répartitions marginales :

Fx(l'l,...,xn) = P(X1§$1,7Xn§$n)
= P(Xl S .’Kl)X,...,XP(Xn S Sﬂn)
= FXI(J)l)X,...,XFXW(JJn)
= HFXl(xl)
i=1

4.5.3 Indépendance et espérance

Si (Xy,...,X,) sont des v.a. indépendantes alors I’espérance du produit des v.a
est égale au produit des espérance :

HX] :H]ET[X,»].

E

4.5.4 Espérance de plusieurs variables aléatoires
Soient (X71,...,X,) n v.a. alors
Propriétés 4.5.1. (i) ona
E [Z Xi] = E[X|]
=1 =1

(ii) Siay,...,n, etbdesréels alors

i=1

i=1

4.5.5 Variance de la somme de variables aléatoires indépendantes
Soient (X7, ..., X,) n v.a. Indépendantes alors
Propriétés 4.5.2. (i) ona

i=1

var lz Xi] = Zvar[X,»]
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(ii) Siay,...,n, etbdesréels alors
n n
var [Z a; X; +b| = Z a? var[X;].
i=1 i=1
4.6 Loi des grands nombres
4.6.1 Moyenne empirique
Soit (X1, ..., X;,) une suite de v.a. de distribution de probabilités px (x) on appelle

moyenne empirique (ou moyenne arithmétique) la quantité notée X et donnée par

>ox
i=1

X:

S|

4.6.1.1 Convergence en probabilité : Définition

On dit qu’une suite (X,,) de v.a. converge en probabilité vers une v.a. X si

Ve > 0, lim P(| X, — X|>¢)=0. 4.4)
n—oo
Théoreme 4.6.1 (Loi des grands nombres). Soit X1, ..., X, un échantillon indépendant

d’une suite de v.a. indépendantes et de méme loi d’espérance E[X| = p et de variance
var(X) = o2 . Alorsona :

Ve>0, lim P

n—-+oo

(’X1+X2+-~-+Xn

n

- IE(X)’ > e> -0 45
= Lamoyenne empirique X = 1 3" | X, converge en probabilité vers I’espérance

E[X] quand n — 400 (asymptotiquement)

/\ Remarque 4.6.1. Ici on parle donc de convergence en probabilité.

= La L.G.N nous dit que, pour tout réel e strictement positif, la probabilité que la
moyenne empirique X = 1 3" X, s’éloigne de I'espérance E[X] = x d’au moins
€ tend vers 0 quand la taille de I’échantillon n tend vers I’infini.

4.7 Théoreme central limite

La grande importance pratique associée a la distribution normale découle du théoreme
central limite présenté ci-dessous (theoreme [.7.1)).

Théoreme 4.7.1. Le Théoreme Central Limite. Soit X1, X5, --- , X,, une suite de
variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes et suivant la méme densité f
(variables i.i.d) d’espérance | et d’écart-type o. Soit la variable aléatoire somme

S:X1+X2+"'+Xn

Alors la densité de probabilité de la somme S converges vers la loi normale N(nj, no?)
quand n tend vers Uinfini :

lim f(s) = N(nu,no?)

n—oQ
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Ceci montre donc I’'importance que joue la loi normale pour approximer la densité
de données issues de I’accumulation de plusieurs phénomenes notamment physiques.

o Définition 4.7.1. On appelle loi ou densité normale (ou gaussienne) univariée de
d’espérance . et de variance o (ot o > 0) la loi de probabilité continue définie par la
densité

f:R — R, telle que pour tout v € R :

flasp,0?) =

et elle se note N (1, 02).

/\ Remarque 4.7.1. Ce théoreme peut aussi se formuler ainsi. Soit la variable aléatoire
moyenne

S Xi+-+ X,
b e S il

n n
et la variable aléatoire centrée réduite
S —nu X —u

2= m T ojn

On a donc la densité de Z converges vers la loi normale centrée réduite quand n tend
vers l’infini.




Chapitre 5

Lois de probabilités discretes
usuelles

Dans ce chapitre, nous allons voir les loi de probabilités discretes usuelles.

5.1 Loi de Bernoulli B(p)

5.1.1 Définition

¢ Définition 5.1.1. Loi de Bernoulli : La loi de Bernoulli est une distribution de
probabilité discréte pour une v.a binaire X qui prend la valeur 1 avec la probabilité p
(probabilité de succes) et 0 avec la probabilité ¢ = 1 — p (probabilité d’échec). Elle
est donc caractérisé par le seul parametre p et se définie ainsi

_y_Jop siz=1,
P(X_x)_{ 1—p siz=0, (5.1)

On peut la noter d’une maniére équivalente P(X = z) = p®(1—p)!=%, 2 € {0,1}
et elle se note B(p).
On a

1. EX]=p
2. var[X] = p(1 — p).

3. Fonction génératrice des moments : Mx (t) = pe! + (1 — p)

Démonstration. 1. Pour I’espérance, on a

EX] = ) aP(X =)

= O0xPX=0)+1xPX=1)
= I1xPX=1)
= 1lxp=p
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2. Pour la variance, on a
EX? = ) 2iP(X =)
k

= 0?xP(X=0)+12xP(X =1)
= IxP(X=1)=p

donc

var(X) = E[X?] - (E[X])?

|
i)
|
S|

3. Pour la f.g. des moments on a
Mx(t) = E(e) =) e"P(X =u)

_ et><0(1 7p) +6t><1p

= pe'+(1-p)
O
5.2 Loi Binomiale B(n, p)
5.2.1 Définition
o Définition 5.2.1. La loi Binomiale, notée B(n,p) se définissant ainsi
n!
Vo e N, P(X =a) = CLp"(1—p)" * = ——p*(1—p)"*, (5.2
zeN,P(X =2)=C;p*(1-p) x!(n_x)!p( p" T (52)
peut étre décrite comme la somme de n v.a. indépendantes X, ..., X,, de Bernoulli

de parametre p . Elle est donc caractérisée par deux parametres (n,p) et est donnée
par

Y = ZXl- ~ B(n,p). (5.3)

=1

avec X; % B(p)

5.2.2 Espérance, variance, fonction génératrice des moments
Si Y est une v.a. de loi Binomiale B(n, p), alors

1. E[Y]=np

2. var[Y] = np(l — p)

3. Fonction génératrice des moments : My () = (pe! + (1 — p))"
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Démonstration. 1. Ona_;_, X; ~ B(n,p) ou X; 2% Bern(p), donc I’espérance
d’une v.a 'Y de distribution B(n, p) est donnée par

E[Y] = EQ:XA

I
™
=
ks

2. de méme pour la variance, on en trouve np(1l — p)
var[Y] = Var[z X
i=1
= Z var[X;]
i=1
> p(1—p)
i=1

= np(l-p)

3. Pourlaf.g. desmomentsonaY = f(X;) =, f(X;), donc
My(t) = E(e)
- E (et zz;lxi)

5.3 Loi Multinomiale M (n, p, K)

La loi binomiale concerne le nombre de succes dans n épreuves de Bernoulli
indépendantes donnant chacune un résultat binaire (comme dans le jeu de pile ou face).
La loi multinomiale est une généralisation de celle-ci, applicable par exemple a n jets
d’un dé a six faces. Contrairement a ces exemples simples, les différentes possibilités
ne sont généralement pas équiprobables.
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La fonction de probabilité de la variable aléatoire binomiale X (X = z € {0,1}
s’écrit |
n!

PX =2)=Cip"(1-p)" " = (1 —p)" "

z!(n — )
peut se réécrire de maniere symétrique en faisant intervenir deux variables X et
Xo dont la somme estégalean: (xo =n—x1)etpy =p;pp=1—p:

P(X) =21, X0 =29) = ———+ ———

Généralisation
Dans le cas multinomial a K résultats possibles au lieu de 2, les variables de-
viennent X; ,i = {1,..., K} et correspondent aux probabilités p; ,i = {1,..., K}

avec les contraintes
K K
E T =n E pr=1
k=1 k=1

La fonction de probabilité s’écrit alors, sous la condition portant sur la somme des
variables :

L !
n

Ty __ : Z1 LK
Hk:l ! oo op!

|
]P)(X:x):IP(X1:xl,...XKZxk): i

5.3.1 Espérance, variance, fonction génératrice des moments

Chacune des variables reste une variable binomiale dont la moyenne et la variance
sont

E(Xk) = npx
Val‘(Xk) = npk(l — pk)
tandis que les covariances s’écrivent cov(Xy, X;) = —npip;

5.3.2 Moments et fonction génératrice des moments
5.3.3 Définition

5.3.4 Espérance, variance, fonction génératrice des moments
5.4 Loi Géométrique

5.4.1 Définition

Considérons une expérience de Bernoulli dont la probabilité de succes est p(0 <
p < 1) et celle d’échec ¢ = 1 — p. On renouvelle cette expérience de maniére
indépendante jusqu’au premier succes. On appelle X la variable aléatoire donnant le
rang du premier succes. Les réalisations = de X sont donc les entiers naturels non nuls
1,2,3,..

La loi de probabilité que X = x est alors, pour z € N*

P(X = z) = p(x) = pg"~". (5.4)

On dit que X suit une loi géométrique de paramétre p et on note X ~ G(p).
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/\ Remarque 5.4.1. On est donc dans les mémes hypotheses que pour la loi binomiale,
mais le nombre de répétitions n’est pas fixé a I’avance. On s’arréte au premier succes

/\ Remarque 5.4.2. L’appellation géométrique vient du fait qu’en sommant toutes les
probabilités, on obtient la somme des termes d’une suite géométrique. En effet :

+oo “+o0 n n
Z]P’(X = 1) = quz_l = lim quz_l =p lim Zqz_l
r=1 =1 n_Nmm:1 n_nmeI
. 1—q"
= p lim
n—oo | — q
limg, oo q”_:0(0<q<1) p 1
= T . =1.

5.4.2 Espérance, variance, fonction génératrice des moments

Soit X suit une loi géométrique de parametre p, alors

1. Espérance : E[X] = %
2. Variance : var[X] = p%
. s s . t
3. Fonction génératrice des moments :Mx (1) = ]E(etX) = 1172 —
Démonstration.
1. Espérance
00 +00
EX] = ) P(X=2)=) apg""!
z=1 r=1

+o0 d (Z:j ql’)
= pYy z¢"" BE A P

=1
1
d (ﬁ) 1 1
dq (1-9?* »p
2. variance :
1
varlX] = E[X?] - (E[X])* = E[X?] -
p
2 x—1 2 r—1
= pg"T -5 =p) ¢ —
x=1 p rx=1 p
B 2p 1 1
(1-9? (1-9?2 p?
q
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car si on prend f(z) = >/ 2" ' ona
flx) = Z.Lk ! Zx
/ k—1 -~ 1
flz) = ka ];)k:—i—l) G-

+o0 +00
2
f(z) = Zk(k + 1)xk_1 _ Zkak—1 4 kak_l S -
k=1 k=1 k=1 (]‘ ZL’)

En particulier

+oo
Swtie 21
2 oy (-7
3. Pourlaf.g. desmomentsona Y = f(X;) = . f(X;), donc
Mx(t) = Ze”P
— ZetquuL l_pzetw r—1
- Iy =TS )

1—

— ~ x lim etﬁ
q n—oo 1 —get

__pe

1 —get

5.5 Loi Uniforme discrete //(n)
5.5.1 Définition

Une variable aléatoire X prenant ses valeurs dans N* suit une loi uniforme discrete
de parametre n si :
Loi de probabilités :

1
P(X=2x)=-Vzxe{l,2,...,n}
n

5.5.2 [Espérance, variance, fonction génératrice des moments

n+1
Elx] = 2
2
-1
var[X] = n
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Fonction génératrice des moments

5.5.3 Cas particulier 1/,

Loi uniforme sur [a, b]
Loi de probabilités :

avec n = #la, b]

b
E[x] = &
2
(b—a+1)*-1
X =
var[X] 17
Fonction génératrice des moments
e n—1
Mx(t) =E(eX) = — ) €™
X0 =B = T3 e

5.6 Loi de Poisson P()\)

5.6.1 Définition

© Définition 5.6.1. Loi de poisson : La loi de Poisson est une loi de probabilité discreéte
qui décrit le comportement du nombre d’évenements se produisant dans un laps de
temps fixé, si ces évenements se produisent avec une fréquence moyenne connue et
indépendamment du temps écoulé depuis 1’événement précédent. Si le nombre moyen
d’occurrences dans cet intervalle est A (le parametre de la loi), alors la probabilité
qu’il existe exactement x occurrences (v € N) est

Ve eN, px(z;\)=PX=z)=e"—.

Elle se note généralement P()\).

5.6.2 Espérance, variance, fonction génératrice des moments

Soit, X une v.a. de loi de poisson de paramétre ), alors
1. E[X] =)
2. var[X]| = A

3. La fonction génératrice des moments d’une loi de Poisson est

Mx(t) = E(e"N) = exp (A(e" — 1)) .
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Démonstration. 1. Espérance
Si X suit une loi de poisson de paramétre A, soit X ~ P(\).

Alors, on a par définition que P(X = k) = e*)‘/]\% et que :
—+oo
E(X) =) kP(X =k)

k=1

—+oo
= Z k A

k!
k=1
00 k
A

Y

e (k— 1)

k=1
oo k-1
A
Ae
2 G
+o00 )\k
=de et =) car e® = T
k=0

Dans la derniere ligne, on reconnait le développement en série entiere de e” .

2. Variance

V(X) =E(X?) - (E(X))?

+oo
=Y FPX =k) -\
k=1
—+o0
_ 2 _—A 2
721” o A
k=1
+oo k—1
kA
=X\e AR
€ ;(k—n!

+oo k

d A
_ - 2
=Ae ;duk—l)! A

,)\i +o00 )\k

=T 2 (k- 1) -X
too k-1
:Aekd‘ip; h] —\2
= )\e_’\i[)\ eM — \? car exp(z) = +§ o
d\ = n!
=Xe A+ 1)er — A2
=AA+1) =\

=A
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3. Fonction génératrice

La fonction génératrice d’une variable aléatoire X est définie par Gx (t) =
E(¢+X). Ainsi on obtient :

+oo

= e et car exp(z) = E T
n!
n=0

+oo

=e et car exp(x) = Z r
n'

n=0



	Introduction et fondements des probabilités
	Introduction
	Expérience aléatoire
	Évènements aléatoires
	Vocabulaire probabiliste VS ensembliste
	Tribu
	Objectifs du calcul des probabilités
	Probabilité
	Cardinaux et opérations ensemblistes
	Cardinal d'un ensemble
	Cardinaux et opérations ensemblistes
	Équiprobabilité
	Espace de probabilité
	Probabilités conditionnelles
	Théorème de Bayes
	Théorème de Bayes: cas de 2 évènements
	Formule des probabilités totales
	Théorème de Bayes : cas de n évènemts

	Indépendance d'événements
	Cas de deux évènements
	Cas de plusieurs évènements


	Lois de probabilités discrètes
	probabilités discrètes : définition
	Loi de probabilité discrète: définition


	Variables aléatoires discrètes
	Introduction
	Variables aléatoires
	Types de variables aléatoires
	Variables aléatoires discrètes

	Probabilité image
	Fonction de répartition d'une v.a.
	Fonction de répartition d'une v.a.
	Calcul des probabilités avec la fonction de répartition

	Loi de probabilités
	Relation entre la fonction de répartition et la loi de probabilités

	Espérance mathématique d'une variable aléatoire discrète
	Définition de l'espérance
	Propriétés de l'espérance

	Variance et écart type d'une variable aléatoire discrète
	Définition
	Propriétés de la variance

	Inégalités Classiques
	Inégalité de Markov
	Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
	Inégalité de Jensen

	Moments d'une v.a. et fonction génératrice des moments
	Moments d'une v.a.
	Fonction génératrice des moments


	Couples de variables aléatoires discrètes
	Loi jointe d'un couple de variables aléatoires discrètes
	Loi marginale d'une v.a. discrète

	Lois conditionnelles et théorème de Bayes
	Loi conditionnelle d'une v.a. discrète
	Espérance conditionnelle d'une v.a.
	Conditionnement par rapport à un évènement
	Conditionnement par rapport à une v.a.


	Covariance de deux variables aléatoires
	Inégalité de Cauchy-Schwartz

	Corrélation entre deux variables aléatoires
	Indépendance de deux variables aléatoires
	Indépendance et loi de probabilités
	Indépendance et fonction de répartition
	Indépendance et espérance


	Vecteurs Aléatoires discrets
	Vecteurs Aléatoires discrets
	Fonction de répartition
	Loi de probabilité

	Espérance d'un vecteur aléatoire
	Matrice de covariance
	Matrice de corrélation
	Indépendance de vecteurs aléatoires discrets
	Indépendance et loi de probabilité
	Indépendance et fonction de répartition
	Indépendance et espérance
	Espérance de plusieurs variables aléatoires
	Variance de la somme de variables aléatoires indépendantes

	Loi des grands nombres
	Moyenne empirique
	Convergence en probabilité : Définition


	Théorème central limite

	Lois de probabilités discrètes usuelles
	Loi de Bernoulli B(p)
	Définition

	Loi Binomiale B(n,p)
	Définition
	Espérance, variance, fonction génératrice des moments

	Loi Multinomiale M(n,p,K)
	Espérance, variance, fonction génératrice des moments
	Moments et fonction génératrice des moments
	Définition
	Espérance, variance, fonction génératrice des moments

	Loi Géométrique
	Définition
	Espérance, variance, fonction génératrice des moments

	Loi Uniforme discrète U(n)
	Définition
	Espérance, variance, fonction génératrice des moments
	Cas particulier U[a,b]

	Loi de Poisson P()
	Définition
	Espérance, variance, fonction génératrice des moments



