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Chapitre 1

Estimation de parametres

1.1 Introduction

Supposons que, pour étudier et caractériser un phénomene physique, naturel ou
autre, nous avons choisi et adopté un modele probabiliste paramétrique représenté par
une fonction de densité de probabilité f(x;6) (ou une fonction de masse de probabilité
P(z;0) dans le cas discret). Lexplication de ce phénomeéne nécessite donc I’estima-
tion de ce modele probabiliste a partir des données que 1’on a observées (I’échantillon
que I’on a a notre disposition). Ceci consiste donc a estimer le(s) parametre(s) 6 de ce
modele a partir des données observées (x1, . . ., £, ) que I’on va supposer indépendantes
dans le cadre de ce cours. Nous considérerons d’abord le cas d’un seul parametre 6 a
estimer pour plus de clarté et simplicité et notons par f(z;6) la densité ayant  comme
vrai parametre mais qui est inconnu et que 1’on cherche a estimer.

Le probléme d’estimation de parametres est donc celui de déterminer une fonction
appropriée des données (x1,...,Z,), que nous noterons h(x1,...,x,) qui donne la
“meilleure” estimation de # au sens de critere d’optimalité que nous verrons.

Nous avons donc

0=nh(zy,...,T0)

et plus généralement, sous forme de variable aléatoire (car en effet pour des nouvelles
réalisation des X, la valeur de ¢ change) :

6 = h(X1,..., X

Cette statistique a déterminer s’appelle un estimateur.

1.2 Criteres de qualité pour les estimations

Nous verrons maintenant un certain nombre de criteres selon lesquels la qualité
d’une estimation peut étre évaluée. Ces criteres définissent en général des propriétés
souhaitables pour un estimateur et fournissent un guide par lequel la qualité d’un esti-
mateur peut étre comparée a celle d’un autre.

Notre objectif est de déterminer une statistique

6 = h(X1,....X,)

5



6 CHAPITRE 1. ESTIMATION DE PARAMETRES

qui fournit une bonne estimation de . Cette statistique a déterminer s’appelle un es-
timateur de 6, pour lequel des propriétés comme la moyenne, la variance ou la dis-
tribution fournissent une mesure de qualité pour cet estimateur. Une fois nous avons
observé un échantillon de valeurs (z1, ..., z,) la valeur de I’estimateur

0= h(a:l,...,xn)
qui est une valeur numérique, est appelé estimation du parametre 6.

Propriété 1.2.1. Absence de biais. Un estimateur © de 0 est dis sans biais si

E[O] = 6, (1.1
Ceci est clairement une propriété désirée pour e, qui consiste a dire que, en moyenne,
on espere que O est égal a la valeur du vrai parametre 6.

Il est naturel que, si 6= h(Xy,...,X,) est a qualifier comme un bon estimateur
de 0 , non seulement sa moyenne doit étre tres proche du vrai parametre € mais aussi il
faudrait qu’il y ait une grande probabilité que toute valeur 6 soit tres proche de 6. Cela
revient a sélectionner un estimateur de facon a ce que non seulement il soit sans biais
mais aussi sa variance soit la plus petite possible. Ainsi, la seconde qualité désiré d’un
estimateur et celle de variance minimale.

Propriété 1.2.2. Variance minimale. Soit © un estimateur sans biais de 0. Il est dit a
variance minimale pour 0 si, pour tout autre estimateur sans biais ©* de 0, a partir du
méme échantillon, on a :

var(©) < var(©*). (1.2)

Etant donné deux estimateurs sans biais pour un paramétre donné, celui ayant la
variance plus faible est préférable, car une plus petite variance implique que les va-
leurs observées de I’estimateur (les estimations) ont tendance a étre plus proche de sa
moyenne qui est la valeur du vrai parametre.

La question qui se pose donc est, étant donné un échantillon a partir duquel on
construit plusieurs estimateurs sans biais, le quel parmi tout ces estimateurs qui a la
variance minimale. Cette question est difficile mais, il existe un théoréme qui montre
qu’il est possible de déterminer la variance minimale possible (borne inférieure sur la
variance) de tout estimateur sans biais obtenu a partir d’un échantillon donné.

Théoreme 1.2.1. Borne de Cramer-Rao Soir (X1,...,X,,) un échantillon de v.a
issues d’une population de densité f(x;0) on 0 est le paramétre inconnu, et soit © =
hXy,...,X,) un estimateur sans biais pour 0. La variance de © satisfait I’inégalité
suivante

(1.3)

var(©) > [nE (W> :

00

si ’espérance et la dérivée existent. Un résultat analogue avec p(X; 0) en remplagant
f(X;0) est obtenue lorsque X est discrete. Cette inéquation fournit donc une borne
inférieure de la variance de n’importe quel estimateur sans biais. On note aussi que
cette borne s’exprime généralement en fonction du vrai parametre 6.

N 2
La quantité nE (%(QX’G)) s’appelle I’information de Fisher contenue dans un

échantillon de taille n et se note Z,,(6). La borne inférieure de Cramér-Rao alors se

définie aussi par :

A 1
var(©) > 7.0 (1.4)



1.2. CRITERES DE QUALITE POUR LES ESTIMATIONS 7

et énonce donc que I’inverse de I’information de Fisher, Z,,(0), d’un parametre 6, est
une borne inférieure de la variance d’un estimateur sans biais de ce parametre.

/\ Remarque 1.2.1. En anglais, la borne inférieure de Cramér-Rao s’appelle Cramér-
Rao Lower Bound abréviée par CRLB.

/\ Remarque 1.2.2. Deuxieme forme opérationnelle. Si le modele est régulier, I’espérance

271 -1
{E (%&X@) } dans est équivalente a — {E (%)] . L’inégalité

de Cramér-Rao peut également étre alors mise sous la deuxiéme forme opérationnelle :

Cette expression alternative souvent offre des avantages de point de vue calcul.

(1.5)

1.2.1 Cas de plusieurs parametres

Le résultat donnée par 1’inéquation (I.3)) peut étre facilement étendu au cas de plu-
sieurs parametres. Soient (61, - ,6,,) (m < n) les parametres inconnus du modele
(la densité) f(x;61,---,6m) que I'on cherche a estimer a partir d’un échantillon de
données de taille n. Utilisons la notation vectorielle suivante pour le vecteur parametre
et le vecteur pour les estimateurs :

0= (017"' aam)T

et ) . .
©= (0,0,
De fagon similaire a (1.3]), on peut montrer que 1’inégalité de Cramér-Rao, pour le cas
de parametres multiples, est de la forme
. AL
cov(®) > —, (1.6)
n

ou le terme général de la matrice A est donné par :

dln f(X;0 oln f(X; 0
A”:A(91797)=]E|:< .](;(617 )>( 52]7 )>:|,’L,j:1,27,m
1.7)
On a donc remplacé I’information de Fisher par la matrice A qui est la matrice d’infor-
mation de Fisher.
Pour le jéme paramétre, 1’inégalité implique que

A 1
var(©;) > v

j=1,---,m.

/\ Remarque 1.2.3. La CRLB peut étre transformée sous une transformation du pa-
rametre. Supposons que, au lieu de 0, on s’intéresse a ¢ = g(0) qui est une transfor-
mation un-a-un et différentiable par rapport a 0 ; alors

2
CRLBpourvar(i’) = [dcgl(;)] X (CRLBpourvar(é)) (1.8)

ou P est un estimateur sans biais pour .
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/\ Remarque 1.2.4. Efficacité d’un estimateur. Etant donné un estimateur sans biais
O de 0, le rapport de sa CRLB par sa variance est appelé [’efficacité de ©

(6) = CRLB pour var(®)
var(©)

- . (1.9)

L’efficacité d’un estimateur sans biais est ainsi inférieure ou égale a 1. Un estimateur
sans biais ayant une efficacité égale a 1 est dit efficace.

Pour un estimateur, on souhaite aussi pouvoir, en augmentant la taille de I’échantillon,
diminuer I’erreur d’estimation. Si c’est le cas, on dit que I’estimateur est consistant (on
dit aussi convergent).

Propriété 1.2.3. Consistance (ou convergence). Un estimateur O est dit consistant
pour 0 si, A
lim P(|© — 0| >¢)=0 Ve > 0. (1.10)
n—oo

On Uinterpréte comme le fait que la probabilité de s’éloigner de la vraie valeur du pa-
ramétre de plus de € tend vers 0 quand la taille de I’échantillon augmente. L’estimateur
donc converge vers la valeur a estimer quand la taille de I’échantillon augmente.

Théoreéme 1.2.2. Soit © un estimateur pour 0 sur un échantillon de taille n. Alors, si

lim E[@] =0, et lim var[®] =0, (1.11)

n—oo n—roo

Iestimateur © est dit consistant pour 6.

Afin de décrire une autre propriété d’un estimateur, qui est la suffisance, on introduit
d’abord la notion de statistique suffisante.

Définition 1.2.1. Soit X un vecteur d’observations de taille n avec les X; 1.1.d.. Soit 0
un parametre de la loi de probabilité des X;. Une statistique S(X) est dite exhaustive
pour le paramétre 0 (on dit aussi suffisante) si la probabilité conditionnelle d’observer
X sachant S(X) est indépendante de 0. Cela peut se traduire par la formule suivante :

P(X = z|S(X) = s,0) = P(X = 2/|S(X) = s), (1.12)

En pratique l'on se sert peu de cette formule pour montrer qu’une statistique est ex-
haustive et I’on préfere en regle générale utiliser le critere suivant appelé critere de
factorisation (parfois aussi appelé critére de Fisher-Neyman) :

Soit fo(x) la densité de probabilité du vecteur aléatoire X. Une statistique S

est exhaustive si et seulement s’il existe deux fonctions g et h telles que : fg(x) =
h(z) g(0, S(x)),
Propriété 1.2.4. Estimateur suffisant. Soit (X1, Xo, -+, X,,) un échantillon i.i.d.
de X de distribution a paramétre 0. Si' Y = h(X1, Xo, -, X,,) est une statistique
telle que, pour toute autre statistique Z = g(X1, Xo, -+ , Xy,), la distribution condi-
tionnelle de Z, étant donné Y = vy, ne dépend pas de 0, ¢.a.d

P(Z = z2|Y =y,0) = P(Z = 2[Y =)

, alors Y est appelée une statistique exhaustive (suffisante) pour 6. Si l’on a également
E[Y] =0, alors Y est dit un estimateur suffisant pour 6.

Autrement dit, la définition de la suffisance dit que, siY est une statistique suffisante
pour 0, toute 'information de 1’échantillon concernant 0 est contenue dans 'Y .
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Si une statistique suffisante pour un parametre 6 existe, le théoreme suivant,
fournit un moyen de la trouver.

Théoreme 1.2.3. Critere de factorisation de Fisher-Neyman Soit Y = h(Xy,..., X,,)
une statistique basée sur un échantillon i.i.d de taille n. Alors Y est une statistique ex-
haustive pour 0 si et seulement si la densité jointe des X; peut étre factorisée selon la
forme :

n

f(xla ceey Ty 0) = H f(zla 9) =49 (h’(xla e 7I71)70) ¢(IE1, cee 7I7L)- (113)
i=1
Dans le cas discret on a :

n

P(zla"'axn;g) = HP(;UHQ) = g(h(xlw"axn)aa) QS(IMH- ;zn)' (114)

=1

Le résultat ci-dessus peut étre étendu au cas de parametres multiples. Soit 8 =

(01, -+ ,0m)T, m < n le vecteur parametre. Alors Y7 = h(Xq,...,X,),..., Y, =
h(X1,...,X,), r > m est un ensemble de statistique suffisantes pour 8 si et seule-
ment si

f@1,... 203 0) = Hf(xi; 0) =g h(z1,...,20),0) P(x1,...,20).  (1.15)
i=1

avec h = (h1,...,h,)T. Lexpression dans le cas discret est similaire.

1.3 Méthodes d’estimation

Il existe plusieurs méthodes d’estimation de parameétres, notamment estimation
ponctuelle comme la méthode des moments, la méthode du maximum de vraisem-
blance, la méthode du maximum a posteriori ou la méthode d’estimation par intervalle.
Dans ce cours, nous verrons en particulier les méthodes du maximum de vraisemblance
et de maximum a posteriori (estimation ponctuelle) pour leur usage trés commun en
estimation de modeles probabilistes et aussi la méthode d’estimation par intervalle de
confiance.

L’estimation d’un parametre quelconque 6 est ponctuelle si 1’on associe une seule
valeur a I’estimateur a partir des données observées sur un échantillon aléatoire. L’es-
timation par intervalle associe quant a elle a un échantillon aléatoire, un intervalle
[0 , 0] qui recouvre 0 avec une certaine probabilité.
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Chapitre 2

Méthode du maximum de
vraisemblance

Introduite par le statisticien Fischer en 1922, 1a méthode du maximum de vraisem-
blance est devenue la méthode générale la plus importante de 1’estimation d’un point
de vue théorique. Son plus grand atout réside dans le fait que certaines propriétés tres
générale associées a cette procédure peuvent étre dérivées et, dans le cas de grands
échantillons, ce sont des propriétés optimales en fonction des criteres d’absence de
biais, de variance minimale, de consistance et d’efficacité.

2.1 Définition de la fonction de vraisemblance

Soit f(x; ) la fonction de densité de probabilité d’une a.a X ot 6 est le paramétre
(vrai parametre) a estimer (Nous prenons ici le cas simple d’un seul parametre). Soit
x = (x1,...,%,) un échantillon d’observations des variables aléatoires (X7, ..., X,).
La vraisemblance du parametre 6 pour 1’échantillon x est donnée par la densité jointe
de x et se note ainsi :

L(6;zq,...,2,) = L(O;x) = f(x1,...,2,;0). (2.1)
Sous I’hypothese que les individus son ¢.i.d., on a donc

LOyz1,...,2n) = flx1;0)f(x2;0)- - f(xn;0)

=[] f(i:0). 2.2)
i=1
Dans le cas ou les X; sont des v.a discretes, on a
L(6;zy,...,2,) = L(O;x) = P(x1;0)P(x2;0) - P(x,;0)
= H P(x::0). (2.3)
i=1

A\ Remarque 2.1.1. On peut aussi rencontrer la notation L(0) de la vraisemblance
de 0 au lieude L(0;x1,...,2,).

On voit que pour des valeurs d’échantillon données, la fonction de vraisemblance
est seulement fonction du parameétre 6.

11



12 CHAPITRE 2. METHODE DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

2.2 Maximum de vraisemblance

Définition 2.2.1. Maximum de vraisemblance. L’estimation de 0 par la méthode du
maximum de vraisemblance consiste a choisir, comme estimation de 0, la valeur de 0
qui maximise la fonction de vraisemblance L(0).

En effet, en choisissant une valeur de 6 qui maximise L (ou In L), cela revient a dire
que, parmi les valeurs possible de #, nous prenons la valeur qui rend le plus probable
que possible I’événement que les les valeurs de I’échantillon observé (z1,...,z,)
viennent de la population de densité f(x;6).

2.2.1 Cas d’un seul parametre a estimer

Mathématiquement, le maximum de L(#) correspond a la valeur de 6 pour laquelle

la dérivée de L par rapport a 6 est nulle : d (ng)a) = 0 (extremum) et la dérivée seconde
2
par rapport a 6 est négative : d dfgg) < 0 pour identifier le maximum parmi les pos-

sibles extrema obtenus. Ainsi, I’estimateur du maximum de vraisemblance (MV) de 0,
souvent noté é, a partir des valeurs de I’échantillon (x4, - - - ,x,) peut étre déterminé a
partir de
dL(0;x1,...,2,)
de

qui permet d’identifier les extrema de L(f) (mais ne permet pas de savoir lesquels
parmi ces extrema sont des maxima (que nous recherchons) ou bien des minima (qui
ne nous intéressent pas). Il faut donc, apres que les solutions de 1’équation aient été
trouvées, sélectionner celles qui correspondent a des maxima. Un authentique vérifie

ly_g = 0. 2.4)

A>L(0; 1, ..., x,)
d*e |

i <0 2.5)

il faut donc sélectionner parmi les solutions de la premiere équation celles qui vérifient
cette deuxieéme équation.

Bien que la plupart des vraisemblances soient différentiables (avec I’'importante
exception de la distribution uniforme), les solutions de I’équation ne s’expriment
pas toujours par des formes analytiques. On a souvent recours a des méthodes d’opti-
misations numériques pour identifier les maxima de la fonction de vraisemblance (par
exemple comme en régression Logistique, mélange de densités, modeles de Markov
cachés, etc) comme par exemple la montée de gradient, I’algorithme de Newton Raph-
son, 1’algorithme EM, etc.

De maniere équivalente, cela revient a annuler la dérivée du logarithme de la fonc-
tion de vraisemblance, la fonction de vraisemblance étant en effet positive et le lo-
garithme est monotone et la vraisemblance atteint donc son maximum pour la méme
valeur que son logarithme. Le logarithme de la fonction de vraisemblance s’appelle
log-vraisemblance. Manipuler le log de la fonction de vraisemblance au lieu de la vrai-
semblance elle méme vient aussi du fait que, comme cette derniere s’écrit souvent
comme produit de densités (de probabilités dans le cas discrets), cela peut résulter
en des valeurs treés faibles qui peuvent dans certains cas dépasser la précision de cal-
culateurs. Ainsi, traiter des logarithmes revient plutdt a sommer et donc d’éviter des
problémes numériques.
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L’estimateur de MV de 6 est donc aussi donné par

dln L(0; x1,...,x,)
dé

ly_g = 0. (2.6)

C’est I’équation de vraisemblance.

La solution désirée est une racine de cette equation, ou par équivalence celle en
L, (si cette fonction admet des racines). Dans le cas ou cette fonction est concave et
admet donc une seule racine, I’estimateur du maximum de vraisemblance correspond
a cette racine et on parle de maximum global. Cependant, la fonction de vraisemblance
peut avoir plus d’un maximum (maxima). Dans ce cas, on parle de maxima locaux et
I’estimateur du maximum de vraisemblance correspond au maximum global (lorsque
tous les maxima ont été identifiés, seul le plus grand d’entre-eux doit &tre retenu).

2.2.2 Cas de plusieurs parameétres a estimer (Vraisemblance mul-
tivariée)

Plusieurs densités admettent plus d’un parametre. Par exemple I’estimation d’une

densité normale monodimensionnelle nécessite 1’estimation de la moyenne y et de la

variance 2. L’extension au cas de plusieurs paramétres est simple. Dans le cas de m
parametres a estimer, la fonction de vraisemblance devient

InL(01,...,0m;21,...,%5)

etles estimateurs de MV de 6,5 = 1,- - -, m, sont obtenus en résolvant simultanément
le systeme d’équations de vraisemblance

dinL(61,...,0m;x1,...,2,)
do;

|0_7:9} =0 pourj=1,...,m 2.7

et comme pour le cas univarié, mais dans ce cas multivarié c’est plus complexe, il faut
en plus que au moins une des dérivées partielles secondes de L soit strictement négative
pour au moins un j

d*InL(0y,...,0m;21,. .., 2p)
d*;

lg,—g, =0 pour au moins un j

et le déterminant de la matrice des dérivées partielles secondes de L soit strictement
positif :
2
L0, ...,0m;21,...,2,)

2
d=0; 0,;=0;

Cette derniere condition est en général difficile a vérifier, méme dans les cas simples.

2.3 Propriétés

Soit 6 la valeur de I’estimateur du maximum de vraisemblance de 6 estimée & partir
de I’échantillon (x4, - -, x,) de la population X de densité f(x;6) L’estimation MV
0, calculée a partir de (1, - - - , x,) peut étre notée comme

0 = h(z1,- - ,p).
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L’ estimateur du maximum de vraisemblance @ pour 6 est donc

0 =hX, ,X,).

Propriété 2.3.1. Consistance. L’estimateur obtenu par la méthode du maximum de
vraisemblance est convergent : lim,, o P(|0,, — 0| > ¢€) =0 Ve>0.

Propriété 2.3.2. Absence de biais et efficacité asymptotiques. Soir © [’estimateur
du maximum de vraisemblance (EMV) pour 0 sous la densité f(x;0) a partir d’un
échantillon de taille n. Alors, quand n tend vers 'infini on a :

lim E[B] =6 (2.8)

n—oo
L’EMYV est donc asymptotiquement sans biais. On a également

lim var[@] = ! -1 _criB. (2.9)

T ()] R

L’EMV est donc asymptotiquement efficace Des résultats analogues sont obtenus
lorsque la loi de X est discrete.

Propriété 2.3.3. Normalité asymptotique En outre, la distribution de © tend vers
une distribution normale lorsque n devient grand. L’EMYV est donc asymptotiquement
normal.

Vi (6 - 0) 2 N(0,Z,(0)71). (2.10)

n— oo

Propriété 2.3.4. Invariance. On peut montrer que, si © est ’EMV de 0, alors 'EMV

d’une fonction bijective différentiable de 0, soit g(0), est g(O).

Cette importante propriété d’invariance implique que, par exemple, si S est 'EMV
de I’écart type ¢ pour une distribution donnée, alors 'EMYV de la variance o2 est ¥.2.

2.4 Cas gaussien

Soit (X7y,...,X,) un échantillon de variables aléatoires réelles issues d’une po-
pulation de densité normale A/ (y, o2), alors la moyenne empirique X = }L Z?=1 X;
est un estimateur sans biais de 1’espérance y et la variance empirique corrigée S? =
ﬁ S (X; — X;)? est un estimateur sans biais de la variance o2 et on a

X~ N D) @.11)
—1)5?
(n 02) ~ 2, 2.12)

On peut donc remarquer que @ suit une loi de student de parametre n — 1. Cela
vient du fait que (X — u) ~ N(0, ‘7712) donc YMX=1)  Af(0,1) et comme S? suit

o
une loi de 2, en remplagant o par son estimateur S on a alors la loi de student t,, 1.

1. 6 représente la variable aléatoire associé a 6.
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2.5 Estimation par intervalle

Nous allons maintenant voir une autre approche d’estimation des parametres [’es-
timation par intervalle. L’estimation par intervalle fournit, a partir d’'un échantillon
d’une population, non seulement des valeurs des parametres a estimer, mais un inter-
valle de valeurs centré sur la valeur numérique estimée du parameétre inconnu avec un
niveau de confiance donné. Ce niveau de confiance représente la probabilité que le vrai
parametre se trouve dans I’intervalle que I’on donne comme estimation. L’intervalle
est appelé intervalle de confiance le niveau de confiance est aussi appelé précision ou
ceefficient de confiance.

2.6 Intervalle de confiance

Définition 2.6.1. Intervalle de confiance. Soit (X1, ..., X,,) un échantillon de va-
riables aléatoires issues d’une population de densité f(x;6), 0 étant le (vecteur) pa-
rametre a estimer. Supposons aussi que T1 (X1, ..., X,) et To(X1, ..., X,,) deux sta-
tistiques sur I’échantillon telle que Ty < T. L’'intervalle [Ty, T3] est dit intervalle de
confiance a 100(1 — )% pour 0 si

PTy<0<T)=1-a (2.13)

« représente le risque que le vrai parametre 6 ne soit pas dans cet intervalle et
1 — « s’appelle niveau ou (ccefficient) de confiance. Une estimation par intervalle de
confiance sera donc d’autant meilleure que I’intervalle sera petit pour un ccefficient
de confiance grand (proche de 1) ou de maniere équivalente pour un risque « proche
de zéro. Les valeurs généralement prises pour 1 — « sont 0.90, 0.95, 0.99, and 0.999.
Les limites de I'intervalle T et T, sont appelés respectivement la limite inférieure de
confiance et limite supérieure de confiance.

2.7 Cas d’estimation d’une gaussienne

2.7.1 Intervalle de confiance pour ; dans A/ (;, 0?) avec o connu
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Chapitre 3

Meéthode des Moindres Carrées

3.1 Meéthode des Moindres Carrées

La méthode des moindres carrés consiste a estimer les parametres d’un modele en
minimisant les écarts quadratiques entre les données observées, d’une part, et leurs
valeurs attendues, d’autre part

Tres utilisée notamment en régression ol 1’on cherche a expliquer la variation d’une
variable de sortie (expliquée) Y, par la variation d’une variable d’entrée (explicative,
covariable) X

Compte tenu de la valeur de X, la meilleure prédiction de Y (en termes d’erreur
quadratique) est I’espérance f(X) de Y sachant X.

On dit que Y est une fonction de X plus un bruit (erreur) :

Y= f(X)+E (3.1)

f est appelée la fonction de régression, et E est un bruit souvent supposé d’espérance
nulle.

L’estimateur des MC a des propriétés optimales d’absence de biais, de variance
minimale (sous certaines conditions)

3.1.1 Définition des Moindres Carrés

Criteres des moindres carrés

Soit le modele
Y, = f(X;)+ E; (3.2)
La fonction f est a estimer a partir d’un échantillon des couples de covariables X; et

leur réponses Y; : ((z1,41), ..y (Tn, Yn))
Cette estimation est effectuée en minimisant la somme des écarts (erreurs) quadra-
tiques

Définition 3.1.1. Définition : Critéres des moindres carrés L’erreur quadratique est
donnée par la somme des carrés des résidus (Residual Sum of Squares (RSS)) :

n

RSS = ef =Y (yi— f(x:)*. (3.3)
=1

=1

17
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3.1.2 Moindres Carrés
Erreur quadratique dans le cas d’une fonction paramétrique

Soit f(z; ) une fonction de parametre 6 a estimer. La somme des écarts qudratique
dans ce cas est donnée par

RSS(0) =Y (yi — f(xi;0))*. (3.4)

i=1

Définition 3.1.2. Définition de I’estimateur des moindres carrés L’estimation de
0 par la méthode des moindres carrés consiste a choisir, comme estimation de 0, la
valeur de 0 qui minimise la fonction RSS(0).

0 = arg min RSS(0) (3.5)

En effet, en choisissant une valeur de 6 qui minimise RSS(#), cela revient a dire
que, parmi les valeurs possible de 6, nous prenons la valeur qui correspond a une
erreur minimale que les réponses y s’écartent de f(x;6) pour 1’échantillon observé

(($17y1), R (mna yn))

Cas d’un seul parametre a estimer
Cas d’un seul parametre 0

Définition 3.1.3. Estimateur des moindres carrés (MC)L’estimateur de moindres carrés
(MC) de 6, noté 0, a partir des valeurs de I’échantillon ((x1,y1),- -+, (Tn,Yn)) peut
étre déterminé a partir de

dRSS(6)
0 loeg = 0. (3.6)

qui permet d’identifier les extrema de RSS(6). Il faut donc, aprés que les solutions de
I’équation aient été trouvées, sélectionner celles qui correspondent a des minima. Un
minimum vérifie
d? RSS(6)
d’e
il faut donc sélectionner parmi les solutions de la premiere équation celles qui vérifient
cette deuxieme équation.

lg—g >0 3.7

Moindres Carrés

/\ Remarque 3.1.1. Bien que la plupart des critéres d’EQ soient différentiables, la
minimisation du critere des MC ne s’effectue pas toujours de facon analytique

= On a souvent recours a des méthodes d’optimisations numériques (par exemple
comme en réseau de neurones, etc)

= la descente de gradient, I’algorithme de Newton Raphson, etc

Dans le cas ou la fonction d’erreur est convexe, 1’estimateur du Moindres Carrés
fournit le minimum global. Cependant, dans beaucoup de problemes réels, la fonction
d’erreur n’est pas convexe et I’on a un minimum local; atteindre le minimum global
n’est pas toujours garanti

Des procédures algorithmiques existent (plusieurs initialisations, etc) et peuvent
permettre d’atteindre un “bon” minimum local
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Cas de plusieurs parametres a estimer

Dans le cas d’un parametre multiple @ = (64, . .., 0,,),le critére d’erreur est donné
par
RSS(0) =RSS(6y,...,0.)
Les estimateurs de MC de 6,7 = 1,--- ,m, sont obtenus en résolvant simultanément

le systeme d’équations suivant

RSS(6
a7()|9.=@. =0 pourj=1,....,m (3.8)
69]‘ J J

3.1.3 Propriétés de I’estimateur des moindres carrés

Soit 6 la valeur de I’estimateur des Moindres Carrés © de 0 estimée 2 partir de
I’échantillon ((x1,y1),- -+ , (z1,y,)) de taille n

Propriété 3.1.1. Absence de biais Si l’on suppose que les erreurs (le bruit) sont d’espérance
nulle (E[E;] = 0), Uestimateur des MC est sans bias

Propriété 3.1.2. variance minimale Si les erreurs sont d’espérance nulle (E[E;] =
0) et homoscédastiques décorrélées (E[E! E;] = o2I) L’EMC est alors a variance
minimale

= efficace et est donc le meilleur estimateur sans biais
Ces propriétés sont valables quelle que soit la distribution des erreurs.
Si en plus on fait I"hypothése de normalité sur les erreurs (e; ~ N (0, 021)) :

Propriété 3.1.3. Normalité La distribution de © est normale centrée sur le vrai pa-
rametre 6
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Chapitre 4

Régression linéaire

4.1 Introduction

Les outils développés dans les chapitres [ et [2] précédents pour I’estimation de pa-
rametres et I’évaluation de la qualité d’un estimateur seront appliqués dans se chapitre
a une famille de probleémes trés connues en statistique et estimation qui est celle de la
régression simple et multiple.

Une situation qui arrive couramment est celle dans laquelle une variable aléatoire
Y est fonction d’une ou plusieurs variables indépendantes déterministes (1, . .., Zy,).
Par exemple le prix d’un logement (Y") est une fonction de sa localisation (x1) et de
son age (xs2); la durée de vie d’un composant électronique (Y') peut étre lie a la
température (1), la pression (x2), etc; la vitesse d’un automobiliste (Y') en fonction
du temps t, etc. Notons que les variables indépendantes est aussi appelées variables
explicatives car a travers elles on cherche a expliquer les variables Y qui sont dites

expliquéesm

L’ objectif est donc d’estimer “la relation” entre Y et les variables indépendantes
(z1,...,2m,) étant donnés un échantillon (Y;,...,Y},) de la variable Y et les valeurs
associées des variables explicatives z;, 7 = 1,...,m pour chaque valeurs observée de
Yi,i=1...,n.

4.2 Le modele linéaire simple

prenons le cas simple ou I’on suppose que Y ne dépend que d’une seule variable
explicative x et que cette relation est supposée linéaire. en d’autres termes on a la
relation suivante

Y =00+ piz +e 4.1)

avec (8o, 31) € R? sont les deux parametres de la droite de régression, 3y appelé or-
donnée a l’origine (intercept) et 31 pente (slope). Ce sont les coefficients de régression.
€ est une variable aléatoire représentant un résidu (erreur de mesure). En effet, ce
modele suppose que la variable expliquée que 1’on observée résulte du vrai modele
(ici le modele linéaire représentée par la droite) et un bruit (de mesure par exemple)
ou tout autre type d’erreur. Ce bruit est généralement supposé d’espérance nulle et de

1. En informatique et en particulier en machine learning (apprentissage), on trouve aussi 1’appellation
entrées/sorties pour respectivement variables explicatives et expliquées.

21



22 CHAPITRE 4. REGRESSION LINEAIRE

variance o et décorrélé (cov(e;, €;);z; = 0). Dans ce cas o2 devient également un
parametre du modele et est donc aussi a estimer. Dans le cadre de ce cours, on va sup-
poser que ce bruit est en plus Gaussien. Il en découle donc qu’il est indépendant (les ¢;
dont i.i.d).

Les deux parametres (g, 51) sont inconnus et donc a estimer. Cette estimation sera
effectuée a partir d’un échantillon de couples ((x1,Y7),..., (@n, Yn)) Le modele
s’écrit donc sous la forme

Y, = Bo + frzi + €, 4.2)

ol ¢; est le bruit associée a la i€éme variable aléatoire. Etant donnés donc une réalisation
(valeur) y; de chaque Y; et le résidu associé (réalisation de la variable aléatoire représentant
le bruit) que nous notons e; on obtient alors :

yi = Bo + Prx; + ey, (4.3)

Le modele de régression linéaire est souvent estimé par la méthode des moindres
carrés mais il existe aussi de nombreuses autres méthodes pour estimer ce modele. On
peut par exemple estimer le modele par maximum de vraisemblance ou encore par
inférence bayésienne (maximum a posteriori).

4.2.1 Estimation par moindres carrés

La méthode des moindres carrés est une approche d’estimation ponctuelle des pa-
ramétres de régression (3o, 81). Elle consiste a fournir les estimations (Bo7 Bl) qui
minimisent la somme des écarts quadratiques (somme des carrées résidus ) entre les
valeurs observées y; et 'espérance By + [1x; du modele de Y;. D’apres 1’équation
(@.3)), I’écart entre la valeur d’une observation et I’espérance du modele est donné par

ei = yi — (Bo + Brxi).

La somme des carrés des résidus est donc donnée par

n n 9
RSS(Bo,81) =Q = el => (vi — (Bo+ Brxs) )" (4.4
i=1 i=1
La fonction de deux variables () est une fonction quadratique et sa minimisation,
comme nous allons le voir ci-dessous, peut s’effectuer facilement de facon analytique.

Théoreme 4.2.1. Considérons le modéle de régression simple donné par I’équation
@1). Soit ((z1,y1),-- -, (Tn,yn)) un échantillon de valeurs observées de Y et leurs
veleurs associées de x. Alors les estimations des moindres carrées ordinaires (MCO)
de By et 81 sont données par :

Bo = 7 b7, (4.5)
n n -1
Bio= D o@w—-Bwi—n)| D (@27 (4.6)
=1 =1

2. Ici nous utilisons la notations (x;, Y;) vu que x est déterministe mais cela ne change rien au modele
si X est aléatoire.
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ol T représente la moyenne empirique des x; et § la moyenne moyenne empirique es
1y; et sont donnés par

et

Preuve. Selon les MCO, les estimations BO et Bl sont celles qui minimisent la somme
des carrées des résidus || par rapport a 3y et 8;. Mathématiquement on note

(Bo,B1) = ar Q(Bo, 1)

= arg min Z (yi — (Bo + Bri) )2~ (4.7)

(Bo,B1)€ER? P

min
& (Bo,B1)ER?

Minimiser la fonction RSS revient & prendre les parametres (S, 51) qui annulent sa
dérivée premiere et pour lesquels la dérivée second est positive. Nous aurons donc
déterminé les estimations (S, 41). Ainsi, nous avons :

0 O " (y; — + ; 2 n
8750 _ szl (y aéfo Bix )) _ 722 (yi — (B + lei))
i=1

oQ o> (vi — (Bo + Brs) )2 5 -
i — =— zi(yi — (Bo + Przs) )-
0B 0B ; ( o+ fumi) )

Ensuite, en annulant ces dérivés nous avons :

n n . R n
Zyi - Zﬂo —512%
i=1 i=1 i=1

n . n . n
inyz' *5021’1 *51217,2 = 0-
i=1 i=1 i=1

I
o

ce qui donne

n n
nBo Z Yi — B sz‘
i=1 i=1
. n R n n
ﬁozfﬂi-f'ﬁlsz? szyz
i=1 i=1 i=1

qu’on appelle les équations normales. La premiere équation donne
n n
nBo = Y ui—bYy w
i=1 i=1
et en divisant par n on obtient la valeur de Bo

Bo = i;yi_él (i;&) =y Hz-
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La seconde équation donne
n n n
3 3 2
Bod wi+ Py ai = Y wwi
i=1 i=1 i=1
En remplagant Bo par sa valeur on obtient

n n n n
- A - A 2
> wy— by wE+ by @ = Yz,
i=1 i=1 i=1 i=1
ce qui donne enfin

B = Do Tili — Yo Til _ iy (i —7) (i — 7) .
D1 T = iy T Sy (s — 5_6)2

Maintenant il faut vérifier si la dérivée partielle seconde de () par rapport a au moins
I’un des parametres est positive (minimum de la fonction minimisée) et que le déterminant
de la matrice des dérivées partielles secondes de () est strictement positif. Partons de
la dérivée partielle dans (@.8)), on obtient

9*Q . —29 Yoy (yi — (Bo + Pri))
3250 8ﬂ0
— 9o
—2) o0 = : 438
2 ; e 2n >0 (4.8)

Maintenant il reste a vérifier que le déterminant de la matrice des dérivées partielles
secondes de (Q est strictement positif. Le déterminant de cette matrice est donné par

29 009 2n 25w
923, B0 i) C_ 7)2 .
det < 220 8%Q1> = det (221 5 25 xf) =4n E (x; —2)* >0

0P09B1 9%p1

Notez que ce déterminant est nul si tous les z; prennent la méme valeur. Ainsi, au
moins deux valeurs x; distinctes sont nécessaires pour la détermination des coefficients
de régressions (3, 31).

4.2.2 Formulation vectorielle

maintenant nous reformulons le modele que nous venons de voir sous forme de
vecteurs-matrices. Comme nous allons le voir, les résultats sous la forme matricielle
sont obtenus a partir de calculs simples. Cela permettra aussi de généraliser le modele
linéaire simple a des modeles généraux notamment la régression multiple.

Soit (y1, - .., yn) 'ensemble des valeurs observées de la variable dépendante Y et
(z1,...,2,) ensemble des valeurs observées de la variable explicative x.

A\ Remarque 4.2.1. L’ensemble des couples ((z1,v1); - - ., (@n,yn)) s appelle aussi
ensemble d’apprentissage. Car c’est I’ensemble de données a partir duquel on va es-
timer notre modele (donc apprendre le modele) pour pouvoir ensuite prédire la valeur
de 'Y pour une nouvelle valeur de x
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Selon le modele de régression linéaire simple on a

y1 = Bo+ piz1 + e,

y2 = Po+ Pz + e,

Yn = Po+ Przi+en- 4.9)
Si I’on note par y = (y1,...,yn)” le vecteur des valeurs d’observations de Y, e =
(e1,...,e,)T le vecteur des valeurs des résidus, 3 = (B, 1) le vecteur paramétre a

estimer, et enfin par X la matrice de régression (appelée aussi matrice de design ou de
Vendermonde

1 I
1 T2

X=1. .1, (4.10)
1 =z,

le modele (4.9) s’écrit donc sous la forme matricielle suivante :
y = XB+e- “4.11)

La somme des écarts quadratiques donnée par 1’équation (4.4) est maintenant donnée
par :

RSS(B) =Q(B) =e"e = (y—-XB)"(y-XB) (4.12)
y'y —y'Xp - "X y + BT XX (4.13)

L’estimation ,3 par moindres carrés de 3 s’obtient en minimisant (4.13) qui est une
fonction quadratique en 3. En dérivons par rapport a 3 et en annulant cette
dérivée on obtient

—2XTy +2XTXB =0 (4.14)

et donc les équations normales
XT'xXg=X"Ty. (4.15)
En multipliant cette équation par (X7 X)~! on obtient I’estimation de 3
B=XTX)"1XTy. (4.16)

Notez que I'inverse (X7 X)~! existe si les données comportent au moins deux valeurs
distinctes de x;.
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Chapitre 5

Estimation par intervalle

Nous allons maintenant voir une autre approche d’estimation des parametres [’es-
timation par intervalle. L’estimation par intervalle fournit, a partir d’'un échantillon
d’une population, non seulement des valeurs des parametres a estimer, mais un inter-
valle de valeurs centré sur la valeur numérique estimée du parametre inconnu avec un
niveau de confiance donné. Ce niveau de confiance représente la probabilité que le vrai
parametre se trouve dans l’intervalle que I’on donne comme estimation. L’intervalle
est appelé intervalle de confiance le niveau de confiance est aussi appelé précision ou
ceefficient de confiance.

5.1 Intervalle de confiance

Définition 5.1.1. Intervalle de confiance. Soit (X1, ..., X,,) un échantillon de va-
riables aléatoires issues d’une population de densité f(x;0), 0 étant le (vecteur) pa-
rametre a estimer. Supposons aussi que T1 (X1, ..., X,) et To(Xy, ..., X,,) deux sta-
tistiques sur I’échantillon telle que Ty < Ty. L'intervalle [T, T5] est dit intervalle de
confiance a 100(1 — o)% pour 6 si

PT,<0<T]=1-a 5.1)

« représente le risque que le vrai parametre € ne soit pas dans cet intervalle et
1 — a s’appelle niveau ou (ccefficient) de confiance. Une estimation par intervalle de
confiance sera donc d’autant meilleure que I’intervalle sera petit pour un ccefficient
de confiance grand (proche de 1) ou de maniere équivalente pour un risque « proche
de zéro. Les valeurs généralement prises pour 1 — a sont 0.90, 0.95, 0.99, and 0.999.
Les limites de I'intervalle T} et T, sont appelés respectivement la limite inférieure de
confiance et limite supérieure de confiance.
/A\Remarques
— Lintervalle de confiance est fonction de 1’estimation du parameétre 6
— DLintervalle de confiance est également fonction de «. A taille d’échantillon n
fixée, lorsqu’on augmente le niveau de confiance 1 —q, la largeur de I’Intervalle
de Confiance (IC)
— Pour un niveau de confiance 1—« fixé, lorsqu’on augmente la taille de I’échantillon
n, la largeur de I’IC diminue.

27
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)

FIGURE 5.1 — Loi normale centrée réduite et IC a [100(1 — a)]%

5.1.1 Calcul d’un intervalle de confiance

Soit a et b les bornes d’un intervalle de confiance IC; _,, (6) pour le paramétre 6 on
aOna:
Pa<f<b)=1l—-a=PlO<a)+PO>b)=a (5.2)

En posant @« = a1 + ao, il existe donc une infinité de choix possibles pour oy et
iz, et donc de choix pour a et b et donc de I'IC. Pour I’instant, nous ne considérons
que le cas d’un intervalle de confiance bilatéral symétrique, o on a les mémes risques

— I 7
o =2 =35
Notons que, connaissant la loi de I’estimateur, il est possible de donner un intervalle

de confiance. Ici nous considérons les intervalles de confiance les plus classiques.

5.1.2 Loi normale : Intervalle de confiance sur 1
Loi normale : Intervalle de confiance pour 4 avec ¢ connu

On a vu que X est le meilleur estimateur de y et que

X —
U= VX - N(0,1) (5.3)
o
En prenant des risques symétriques (5 ), pour un risque fixé, on peut donc lire dans les
tables de probabilités de la loi normale centrée réduite, le quantile P(U < )

Remarque : Comme le risque est symétrique ici, on a donc

2)=% (5.4)

o
P > —)=a-—-P <
U=5)=a-PU -

=2
La notion de quantile est définie de la facon suivante :

Définition 5.1.2. pour une variable aléatoire continue X, le quantile q,, d’ordre o de
la loi de X est telle que
PU < ¢a) = a 5.5

Remarque : la notation généralement utilisée pour les quantile est : u,, pour la loi
normale, ¢,, pour la loi de Student a n degrés de liberté, x” pour la loi x2, etc
Le risque étant symétrique, d’aprés (5.4) on a

P(—u% <UL u%) =1—-« (5.6)

et d’apres (5.3) on obtient

]P’<Xu 7 S;LSX+UC2¥0>—1Q (5.7)

vlR
B
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fr(t)

0
% 55 W,

~tn, w2 In w2

FIGURE 5.2 — Loi de Student a n — 1 degrés de liberté et IC a [100(1 — )]%

d’ou I'intervalle de confiance sur y :

_ o = g
IC1a(p) = [X —ug s X tug \/ﬁ] (5.8)
exemple pour o = 0.05
= g S g

Loi normale : Intervalle de confiance pour y avec ¢ inconnu

Pour calculer I'IC sur 1 on a vu que la statistique a utiliser est M Or, comme

la variance o2 est inconnue, on utilise a sa place son meilleur estimateur : la variance
empirique corrigée 5% = - 3" (X, — X;)?
La statistique a utiliser est donc

T= 5.10
5 (5.10)
On sait que Z = (";712”2 ~x2
la statistique (5.10) pour calculer I'IC s’écrit dont
T = ~ Loi de Student a n-1 degrés de liberté (5.11)
z
n—1

Soit t,,—1,2 = P(T" < 5) le quantile d’ordre «/2 de la loi de Student a n — 1
degrés de liberté.
L’intervalle de confiance est donc donné par

P(_tn—l,% < T < tn—L%) =1—-«a (512)

On obtient donc 'intervalle de confiance comme précédemment

- - S
IC o) = | X - X bt

2

S
tn—l,%ﬁv (5.13)

ol t, 1 ¢ estlequantile d’ordre /2 de laloi de Student a n — 1 degrés de liberté

/\ Remarque 5.1.1. Si la loi de X n’est pas normale, on sait d’apres le théoréme
central limite que lorsque la taille d’échantillon est grande, X suit une loi normale, et
donc les résultats précédents sont applicables.
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fo(d)

72

A

2
Xn,ar2)

NN
FIGURE 5.3 — Loi de x2 & n degrés de liberté et IC 4 [100(1 — a)]%

5.1.3 Loi normale : Intervalle de confiance sur o>

Loi normale : Intervalle de confiance pour o lorsque ;. connu
L3 (X — p)? constitue le meilleur

On sait que la variance observée V?2
estimateur de o2 lorsque p est connue.

D’autre part :
(5.14)

n
Soit Xi,% =P(D < %) le quantile d’ordre § de la loi de x* a n degrés de liberté.

I'IC; _,(0?) est donc donné par

P(X%,%SD:jvz_Xi,l %)*1*0‘
donc
V2 V2
P 27 <o?< n2 =1—-a«a
Xn,lfg Xn %
finalement on obtient
nV? nV?2
IC;_o(0?) = | — <= (5.15)
Xn,l—i Xn,%

Loi normale : Intervalle de confiance pour ¢ lorsque ;. inconnu
Lorsque 4 est inconnue, on sait que que la variance empirique corrigée S
3" (X, — X)? constitue le meilleur estimateur de o

On sait également que :

-1
D="""52~ 2, (5.16)
o
I'IC; _,(0?) est donc donné par
n—1
P (Xil,g <D= o2 5% < Xil,l‘z") =l-a

ICl_ (0’2) =
“ X%-m—% X%—l,%

donc
l(n—ms (n—1)S ] 51

Remarque : Ces intervalles de confiance sur la variance ne sont valables que pour
une loi normale. Contrairement au cas de la moyenne, ces résultats ne peuvent étre

étendus aux cas d’autres lois



Chapitre 6

Tests d’hypotheses

Dans cette partie nous allons étudier le test statistique d’hypothese. Un test sta-
tistique est un procédé qui permet de décider entre deux ou plusieurs hypotheses sur
une population selon les résultats obtenus a partir d’un échantillon de cette population.
Généralement, on teste une hypothese sur laquelle on se demande si les données ob-
servées fournissent une évidence suffisante pour la rejeter, sinon elle est retenue. Cette
hypothese s’appelle I’ hypothése nulle et se note Hy. Par exemple, si le test concerne la
valeur d’un parametre 6, cette hypothése nulle peut s’écrire

Hy:0 €0 6.1)

ol O est I’ensemble de valeurs supposée du parametre 6 selon H. Toute autre hy-
pothese qui differe de I’hypothese nulle s’appelle 1’ hypothése alternative (ou contre-
hypothese) qui se note H;. L’hypothese nulle est donc testée contre 1’hypothese alter-
native.

Une hypothese est dite simple si elle ne contient qu’un seul élément, ce qui est
généralement le cas pour Hy : § = 6 ; sinon elle est composite. L’ hypothese alterna-
tive est généralement composite

H,:0€0, (6.2)

avec ©1 un sous ensemble de 1’ensemble des parametres disjoint de 6. H; se ramene
SO uvent aux trois cas suivants

1. Hi:60 <8,
2. Hy:60> 0,
3. H1:95£90.

Dans les deux premiers cas, le test est dit unilatéral et dans le dernier le test est dit
bilatéral.

6.1 Région de rejet d’un test

Soit X une variable aléatoire et X’ I’ensemble de ses valeurs. Le test s’effectue
en trouvant un sous-ensemble R C X appelé la région de rejet. Ainsi, si X € R,
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I’hypothese nulle (Hj) est rejetée, sinon, elle est retenue. Cette région se définit sou la
forme suivante
R={z:T(z)> s} (6.3)

ou T est une statistique de test et s un seuil. le probleme en test d’hypothese est donc
de trouver une statistique de test convenable et une valeur convenable pour le seuil de
rejet s.

6.2 Erreurs associées a un test

Bien sur, en effectuant un test d’hypotheses, on peut se tromper en rejetant 1’hy-
pothése nulle ou en I’acceptant. Il existe donc deux types d’erreur : I’erreur de premiere
espece (dite aussi erreur de type I) et I’ erreur de deuxieme espéce (dite aussi erreur de
type II). L’erreur de premiere espece correspond au cas ou I’on rejette Hy (décider Hy)
alors que celle-ci est vraie. Lerreur de deuxiéme espece correspond quant a elle au cas
ou I’on rejette H; (décider Hy) alors que celle-ci est vraie. Les décisions possibles sont
récapitulées par le tableau suivant. Pour chacune des deux erreurs, on associe un une

| Décision\ Vérité || H, \ H, \
Hy décision correcte erreur de deuxiéme espece
H, erreur de premiere espece décision correcte

TABLE 6.1 — Récapitulatif des décisions en test d’hypothese

probabilité (un risque). Le risque de premiere espece est notée a. Il représente le risque
de rejeter Hy a tort. Des valeurs de ce risque sont 1%, 5%, 10% qui correspondent aux
niveaux de confiance 99%, 95% et 90%. Le niveau de confiance du test est donc 1 — «
qui correspond a retenir Hy a raison. Le risque de deuxieéme espece représente quant a
lui le risque de retenir Hy a tort. Il est noté 3.

La puissance d’un test est la probabilité de rejeter I’hypothese nulle a raison. La
puissance du test est donc le complément de 1’erreur de deuxieme espece et est donc
égaleal — .

On peut résumer cela par le tableau suivant :

| Décision\ Vérité || H, H, \
Hy niveau de confiance 1 — « risque 3
H, risque « puissance de test 1 — 3

TABLE 6.2 — Récapitulatif sur les risques associés a un test d’hypotheses
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6.3 Statistiques de test

Le choix de la statistique de test et de la région de rejet s’effectue de facon a maxi-
miser la puissance du test 1 — 3 pour un risque de premiere espece « fixé.

6.3.1 Test du rapport de vraisemblance

Si I’on se place dans le cadre d’un test entre deux hypotheses simples
Hy:0=0¢ versus Hi:0=0,

Le théoréme de Neyman et Pearson montre que le test du rapport de vraisemblance
est le test le plus puissant avec un risque «. Selon ce test, la région critique (de rejet)

optimale est définie par

. L(by;2)
R={z: T(0o:0) > Sq}

avec L(fy; x) étant la vraisemblance de 6, pour x. Le seuil de rejet s,,, qui dépende de
a, est déterminé par o = Py, (X € R).
Test du rapport de vraisemblance (ou Test de Neyman-Pearson) : Exemple

Soit un échantillon d’observations i.i.d. (x1, ..., x,) ot X; ~ N (z4; p, 02)
supposons que la variance o2 est connue et que 1’espérance p est inconnue
Considérons le test

Hy:p=po versus Hy:p=p,

avec u < [
On la vraisemblance de 1 pour I’échantillon x = (z1,...,z,) est
- 1 1 (2, —p 2
L(p;x) = exp |—= [ &
= 11, p[2( - )]
1 "1 5
= ———exp|—» —(x;— 6.4
(o2v/2m)" P [ p 20 ( ) 1 ©.4)

le rapport de vraisemblance est don donné par

1 i n 5 9
= exp [MQ (11 — o) sz‘ T 952 (/h - Mo)} (6.5)

i=1

L(Ml; X)
L(po;x)

L(p15x)
> L(posx)

2

Donc, en prenant le logarithme > 5, est équivalent a

+
+ (H1 Mo)

= cste
n(p1 — o) 2

Z > log(sq)

On a vu que cette cste qui dépende « est déterminé par o = P, (X € R) qui vaut
dans ce cas o = P, (T > cste)
La région de rejet du test est donc donnée par

g

NG

R:{x:g§>uo+u% (6.6)
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6.3.2 Test de Wald

Soit # un parametre et soit © un estimateur de ce parametre et soit & 1’écart type de
cet estimateur ©. Considérons le test

Hy:0=0y versus Hj:0 #0601,

Supposons que © est asymptotiquement normal : m N 0,1). Dans le
pposons q ymptotiq o, o V(1)

test de Wald, a statistique de test est donnée par

0 -6,

var(©)

6.7)

ol 4/ var(©) représente 1’écart type de I’estimateur. Le test de Wald consiste & com-
parer cette statistique a la loi normale centrée réduite. Il consiste alors a rejeter Hy
si

(© —6o)

var(©)

> UQ/Q
Ol ugq /g est le quantile d’ordre « /2 de la loi normale centrée réduite.

Exemple : cas d’un grand échantillon gaussien

Ho:p=po versus Hy:p# po,

lorsque o est connue
la statistique de test sous Hy dans ce cas est donnée par

X —
U=t (6.8)
U
On sait que U ~ N(0,1)
On rejette donc H) si
X —
_ Ho > us
=

ol ug est le quantile d’ordre «/2 de la loi normale centrée réduite
ou par équivalence : rejeter H si

- o
|X—u0| >u%%
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