Université de Caen Examen Terminal du 17 décembre 2018. Durée 2h Probabilités et Statistique 3
UFR des Sciences Par Faicel Chamroukhi L3 Maths-MIASHS

Consignes :

- Sont interdits : Documents, calculettes, téléphones, écouteurs, ordinateurs, tablettes.

- Il est interdit de composer avec un crayon.

- Votre feuille double d’examen doit porter, & I’emplacement réservé, vos nom, prénom, et signature.
- Cette zone réservée doit étre cachée par collage.

- Vos feuilles intercalaires doivent étres toutes numérotées.

- Le bareme est donné a titre indicatif.

- Toute réponse non justifiée comptera pour zéro.

Exercice 1 (5 pts) Un téléopérateur recoit en moyenne dix appels par jour. On suppose que le nombre d’appels est

distribué selon une loi de Poisson. Calculer la probabilité qu'un jour le téléopérateur regoive :
1. aucun appel;
2. 2 appels;
3. au moins 3 appels.

Notez que le résultat final du calcul de chacune de ces trois probabilités peut étre donné sous la forme d’une expression

numérique simplifiée et il n’est donc pas nécessaire d’utiliser la calculette.

Solution 1

On note par X la variable aléatoire donnant le nombre d’appels regus par jour par le téléopérateur. Par hypothese,
X est distribuée selon une loi de Poisson P(A) de parameétre A et telle que E[X] = 10. Or, on sait que si X ~ P(\),
E[X] = 10, donc A = 10 (nombre moyen d’appels).

1. Comme X ~ P()), on a P(X = z) = e™*27. Donc

1 0
P(X =0) = 6710% =e 10

2. On appliquant & nouveau la formule de la loi de poisson, on a
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P(X=2)=e
3. Il s’agit de calculer P(X > 3). Pour calculer cette probabilité, on note que ’événement
(X >3 ={X <2} =U"Z{X =z}

( car X prend uniquement des valeurs entiéres) qui s’écrit donc sous forme d’une union disjointe d’événements
{X = z} pour lesquels on connait les probabilités (grace a la loi de X). Le passage au complémentaire ici évite

d’avoir a écrire une somme infinie pour {X > 3}. On a donc

P(X >3)) = 1 - P({X <2}) = 1 — (¢ 8{X—x}—1—ZIP’{X—x} -10210 _Gle 10

Exercice 2 (5 pts) Soit (X,Y) un couple de v.a. de densité jointe :
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flay) =497

0

sinon.

1. Vérifier qu’il s’agit bien d’une densité.



2. Est-ce que X et Y sont indépendantes ?
3. Déterminer une densité de X.
4. Déterminer une densité de Y.

5. Calculer Cov(X,Y).

Solution 2

1. Tl est clair que f(z,y) >0 V(x,y) € R? et on a
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Donc f est bien une densité.

2. X et Y ne sont clairement pas indépendantes du fait de la relation d’ordre entre X et Y (les valeurs de l'une

dépendent donc des valeurs de lautre).

3. La densité de X est fx(z) = ffooo f(z,y)dy, r € R. On a X(2) = [0, 1]. Par conséquent, pour tout x ¢ [0, 1], on

a

Pour tout = € [0,1], on a

La densité de X est donc définie par

1 sizelo1],

0 sinon.

La densité de Y est fy(y) = ffooo f(z,y)dx, y € R. On a Y(Q2) = [0, 1]. Donc, pour tout y ¢ [0,1], on a

fy(y) =0.

Pour tout y € [0,1], on a

1
1
fY(y)/y ;dl’:[lnl‘};zflny
La densité de Y est donc donnée par :

Iy siyelo1]
() = ny siye0,1]

0 sinon.

4. En utilisant les résultats de la question 1-, on a
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en faisant une intégration par parties,
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On en déduit que

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) =

Exercice 3 (5 pts) Soient X; et X5 deux v.a Gaussiennes décorrélées ot X7 ~ N(0,1), Xo ~ N (1,1).

1 0
Soit Y = (Y1,Y2) " le vecteur aléatoire tel que Y = AX + b, olt A = , X = (X1, X2)T et b=(1,2)7.
-1 1

1. Déterminer E(Y') et cov(Y).
2. En déduire la loi de Y.

3. En déduire la valeur du coefficient de corrélation linéaire py entre Y et Ys.

Solution 3

1. Par définition de X on a E(X) = (E(X;),E(X2))" = (0,1)T. Par linéarité de I’espérance on a

E(Y) = AE(X)+b
1 0 0 1 1
-1 1 1 2 3
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. . , Var(X1)  cov(Xi, Xs) e
La matrice de covariance de X est donnée par . D’apres I’énoncé les v.a X7 et Xo
cov(Xy1,X5)  Var(Xa)

sont décorrélées et Var(X;) = Var(Xs) = 1. On a donc cov(Xy, X2) = 0 et cov(X) = Lo = 1. Au final, on
L 0 1
cov(Y) = Acov(X)AT =AAT
{1 o0\ (1 1
o\ 1) oo
B 1 -1
o\-1 2

2. Comme X = (X1, X3)" est un vecteur gaussien et Y est de la forme Y = AX +b, alors Y est aussi un vecteur
gaussien. Son espérance et sa matrice de covariance sont celles calculées dans la question 2-.

cov(Y1,Y2) -1

3. Onapy = 2 s = 7



Exercice 4 (5 pts). Soit X une v.a. Gaussienne de densité :

1 1(z— 2
1, 0%) = —3(*74)
Tp,0°)=——¢e 20U ) VreR
flwip,o7) = ——
avec 1 € R et ¢ > 0. On dispose d'un n-échantillon (Xi,---,X,,) i.i.d selon la loi N'(u,0?). Soit u le parametre

inconnu & estimer (on suppose que la variance o2 est connue).
1. Calculer la borne inférieure de Cramér-Rao pour un estimateur sans biais de ’espérance pu.
2. Soit i Pestimateur du maximum de vraisemblance de

a) Définir et calculer ji.

(a)

(b) Montrer qu'il est efficace.

(¢) Montrer qu’il est convergent.
)

(d) Quelle est sa loi?

Solution 4

1. Soit B la borne a calculer. Celle-ci dans ce cas est définie par
1
92 In L(p)
B[(*55)]

L ou encore B = L

n]E[(?lnf(;im,GQ) )2] - n]E[(462 In f(w;ip,02) )] )’

B=-—

(on peut utiliser dans ce cas i.i.d aussi la forme B =

I3 92
ot In L) est la log-vraisemblance de p pour le n-échantillon (X,--- ,X,,), qui s’écrit :
n 1 1(xi—pm\2
InL(p) = lnf(gcl,...wn;u):logH o2 (55)
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Par conséquent, la borne inférieure de Cramer-Rao est donnée par B = %2
(a) L’EMV de p est défini par

= argmaxIn L(u),

peER

qui correspond au zéro de la fonction de log-vraisemble en p. D’apres (1) et (2), les zéros de la fonction

In L(u) sont définis par

ce qui correspond &

soit la moyenne empirique!

(b) onaE[a] =E[L >, X;] =137 E[X;] = p. L'estimateur /i est donc sans biais. Sa variance est Var(fi) =
Var(2 30 X;) = 530 | Var(X;) = Hno? = U—: Il est donc & variance minimale. Par conséquent, i est
un estimateur efficace pour pu.

o2

(c) 1 est sans biais; de plus, on a lim,, o Var(zi) = lim, o %- = 0. Il est donc convergent.

(d) @~ N(p, %2) (11 ici est une somme pondérée de variables Gaussiennes, il est donc gaussien).



