Université de Caen Correction du Partiel du 22 novembre 2018. Durée 2h Probabilités et Statistique 3
UFR des Sciences Par Faicel Chamroukhi L3 Maths-MIASHS

Consignes :

- Sont interdits : Documents, calculettes, téléphones, écouteurs, ordinateurs, tablettes.

- Il est interdit de composer avec un crayon.

- Votre feuille double d’examen doit porter, & I’emplacement réservé, vos nom, prénom, et signature.
- Cette zone réservée doit étre cachée par collage.

- Vos feuilles intercalaires doivent étres toutes numérotées.

- Le bareme est donné a titre indicatif.

- Toute réponse non justifiée comptera pour zéro.

Exercice 1 (5 pts) Soit (X,Y) un couple de v.a. de densité jointe :

1
— si0<y<zx<1,

flay) =47
0

sinon.
1. Vérifier qu’il s’agit bien d’une densité.

2. Est-ce que X et Y sont indépendantes ?

3. Déterminer une densité de X.

4. Déterminer une densité de Y.

5. Calculer Cov(X,Y).

Solution 1

1. Tl est clair que f(z,y) >0 V(x,y) € R? et on a

/o:o _/O:o f(z,y)dedy =

Donc f est bien une densité.

2. X et Y ne sont clairement pas indépendantes du fait de la relation d’ordre entre X et Y (les valeurs de 1'une

dépendent donc des valeurs de l'autre).

3. La densité de X est fx(z) = ffooo f(z,y)dy, r € R. On a X(Q2) = [0, 1]. Par conséquent, pour tout x ¢ [0, 1], on

a

Pour tout = € [0,1], on a

La densité de X est donc définie par

1 sizel0,1],

0 sinon.



La densité de Y est fy (y f f(z,y)dz, y € R. On a Y(Q) = [0,1]. Done, pour tout y & [0,1], on a

Pour tout y € [0,1], on a

—lny siyel0,1],

0 sinon.

4. En utilisant les résultats de la question 1-, on a

E(X)Z/ xfx(x)dmz/o xxldm:/o zdr = [x;] :%7
o .

en faisant une intégration par parties,
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E(XY) //xyfxydxdy /01(/0 2y — dy)dx
AT R e e

On en déduit que

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) =

Exercice 2 (5 pts)

1. On rappelle I'inégalité de Markov : Si Y est une v.a. réelle positive d’espérance E(Y) < oo, alors, pour tout

e>0,ona:PY >¢€) < @. On rappelle aussi que pour toute v.a réelle T, on a E(|T|) < /E(T?).
Soit X une v.a. Binomiale de loi B(4, 1). Montrer que, pour tout e >0 on a : P(|X —2| > ¢€) < 1.

2. On rappelle 'inégalité de Bienaymé-Chebychev : Si X est une v.a. réelle d’espérance E(X) et de variance

V(X) < oo, alors, pour tout € >0, on a : P(|X —E[X]| >¢) < Vg{).

Soit (Xp,)nen+ une suite de v.a. i.i.d. de loi B(4, ). On pose X, = L 3" X;.

i=1

Montrer que la suite (X,,),en- converge en probabilité vers 2.

3. Soit la v.a Z,, = v/n(X, —2). Que elle est la loi limite de la suite de v.a. (Z,,),en+ ? donner la (les) valeur(s) de

son (ses) parametre(s).

Solution 2



1. Inégalité de Markov : Si Y est une v.a. réelle positive d’espérance E(Y) < oo, alors, pour tout ¢ > 0, on a :
]P’(Y > 6) < @. X une v.a. de loi Binomiale B(4, %) donc E(X) =4 x % = 2. En posant lav.a. Y = X —E(X),
selon I'inégalité de Markov, pour tout € > 0, on a : P(|Y] > €) < w. (la valeur absolue de Y étant une v.a
réelle positive).

De plus, on sait que E(|Y]) < /E(Y?2) donc E(|Y]) < E (X —E[X])?) = /V(X) = /4 x 3(1 - 1) = 1. Donc

au final, pour tout € >0, ona: P(|X —2| > ¢€) < %

2. Soit (X, )nen+ une suite de v.a.r. i.i.d. admettant un moment d’ordre 2. Pour tout n € N* on pose

_ 1 &
Xn:g;)g.

Alors (X,,)nen+ converge en probabilité vers E(X7).
Preuve. On a, par linéarité et distribution identique, E(X,) = E(X;) et, par indépendance et distribution

identique,
n

V(Xn) = %V <§": Xi) = % ZV(Xi) = %V(Xl)'
i=1

i=1

En utilisant 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on obtient

P (X, —E(X))| > o) < L On) _ V),

€ ne
D’ou

0< tim P (X, - B(X)| > < T3 tm 1 —0,
soit

lim P (|X, —E(X3)| > €) =0.

Cela traduit la convergence en probabilité de (X, )nen+ vers E(X7). Et on a E(X; =2

)
3. d’apres le TCL, la suite de v.a. (Z,,)nen- tel que Z,, = X\/;(E%i)) = 355‘(%11)) = Y;;i = /n(X, —2) converge

vers une v.a de loi normale centrée réduite.

Exercice 3 (5 pts) Soient X; et X5 deux v.a Gaussiennes out X; ~ N(0,1), Xo ~ N (1,1) et p = %7 p étant le

coefficient de corrélation linéaire. Soit Y = (Y71, Ys) T le vecteur aléatoire tel que
Y =AX +b,

1 0
olt A = , X = (X1, X2)T et b=(1,2)7.

1
_ﬁl

1. Déterminer E(X).
2. Déterminer cov(X).
3. Déterminer E(Y").
4. Déterminer cov(Y).

5. En déduire la loi de Y.

Solution 3

1. Par définition de X on a E(X) = (E(X;),E(X2))" = (0,1)7.



) ) ) Var(X7) cov(Xy, Xo) R )
2. La matrice de covariance de X est donnée par . D’apres les lois de X et X5 on a
cov(X1,X2)  Var(Xa)
cov(X1,X2)

v/ Var(X1) Var(X2) -

1

Var(X;) = Var(X;) = 1. Et comme p = %, on a donc cov(Xi, X2) =

S

1 L
Au final, on a cov(X) = ) V2
7 1

3. Par linéarité de ’espérance on a

E(Y) = AE(X)+b
1 0 0 1 1
- 1 2 3
4. On a
cov(Y) = Acov(X)A'
1 1
_ 1 0 (1 7 1 -7
1 1
1 1
~ (! ﬁ) ! _ﬂ)
0o 2/)\0 1
1 0
0 3

5. Comme X = (X1, X2)" est un vecteur gaussien et Y est de la forme Y = AX + b, alors Y est aussi un vecteur

gaussien. Son espérance et sa matrice de covariance sont celles calculées dans les questions 3- et 4-.

Exercice 4 (5 pts). Soit X une v.a. Gaussienne de densité :

1

ovV2w

T —p

eié( o

f(z;p,0%) = )Z,VxeR

avec 4t € R et 0 > 0. On dispose d'un n-échantillon (Xi,---,X,,) ii.d selon la loi N'(u,0?). Soit u le parametre

inconnu & estimer (on suppose que la variance o2 est connue).
1. Calculer la borne inférieure de Cramér-Rao pour un estimateur sans biais de ’espérance pu.
2. Soit pi Pestimateur du maximum de vraisemblance de p
a) Définir et calculer ji.

(a)

(b) Montrer qu’il est efficace.

(c) Montrer qu'il est convergent.
)

(d) Quelle est sa loi?

Solution 4
1. Soit B la borne a calculer. Celle-ci dans ce cas est définie par

1

B {55

B=—



nE[(@lnf(;;u,a?))z]

n

(on peut utiliser dans ce cas i.i.d aussi la forme B =

ot In L() est la log-vraisemblance de p pour le n-échantillon (X, --- ,X,,), qui s’écrit :

1
27

Ji*lb)z

1
2 o

InL(p) = lnf(gcl,...,xn;,u)zlogH e

n

" 1 1 5
= 1 - =),
;Oga = — 5,20 (@i—n

i=1

Ainsi, on a

Oln L(p) 1 «

o T o2 ; (@ = n)
Pl flzp) -  n
2 o oY

Par conséquent, la borne inférieure de Cramer-Rao est donnée par B = %2
(a) EMYV de p est défini par

[ = InL
ji = argmaxin (1),

1

ou encore B = —

nE[(w)] )7

o%p

qui correspond au zéro de la fonction de log-vraisemble en p. D’apres (1) et (2), les zéros de la fonction

In L(p) sont définis par

ce qui correspond &

soit la moyenne empirique!

(b) onaE[a] =E[L > | X;] =137 E[X;] = pu. L'estimateur /i est donc sans biais. Sa variance est Var(fi) =

2 N . . . 7 o~
Var(1 3" X;) = 5 Y0, Var(X;) = -5no? = 2. 1l est donc & variance minimale. Par conséquent, i est

n2

un estimateur efficace pour pu.

(c) p est sans biais; de plus, on a lim,,_,~ Var(fi) = lim,, %2 = 0. Il est donc convergent.

(d) o~ N(p, %2) (1 ici est une somme pondérée de variables Gaussiennes, il est donc gaussien).



