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Consignes :

- Sont interdits : Documents, calculettes, téléphones, écouteurs, ordinateurs, tablettes.

- Il est interdit de composer avec un crayon.

- Votre feuille double d’examen doit porter, & I’emplacement réservé, vos nom, prénom, et signature.
- Cette zone réservée doit étre cachée par collage.

- Vos feuilles intercalaires doivent étres toutes numérotées.

- Le bareme est donné a titre indicatif.

- Toute réponse non justifiée comptera pour zéro.

Exercice 1 (5 pts) Soit (X,Y) un couple de v.a. de densité jointe :
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sinon.
1. Vérifier qu’il s’agit bien d’une densité.

2. Est-ce que X et Y sont indépendantes ?

3. Déterminer une densité de X.

4. Déterminer une densité de Y.

5. Calculer Cov(X,Y).

Exercice 2 (5 pts)

1. On rappelle l'inégalité de Markov : Si Y est une v.a. réelle positive d’espérance E(Y) < oo, alors, pour tout
e>0,ona:P(Y >e¢) < @. On rappelle aussi que pour toute v.a réelle T, on a E(|T|) < /E(T?).

Soit X une v.a. Binomiale de loi B(4, ). Montrer que, pour tout € >0ona:P(|X -2/ >¢€) <1

2. On rappelle I'inégalité de Bienaymé-Chebychev : Si X est une v.a. réelle d’espérance E(X) et de variance
V(X) < oo, alors, pour tout € > 0, on a : IP(|X —-E[X]| > e) < %.

Soit (X, )nen+ une suite de v.a. i.i.d. de loi B(4, %) On pose X,, = % X;.

n
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Montrer que la suite (X,,),en+ converge en probabilité vers 2.

3. Soit la v.a Z,, = v/n(X,, —2). Que elle est la loi limite de la suite de v.a. (Z,,)nen+ ? donner la (les) valeur(s) de

son (ses) parametre(s).

Exercice 3 (5 pts) Soient X; et X5 deux v.a Gaussiennes o X; ~ N(0,1), Xo ~ N (1,1) et p = %, p étant le

coefficient de corrélation linéaire entre X; et Xs. Soit Y = (Y7, Yz)T le vecteur aléatoire tel que
Y =AX +b,

1 0
ou A = 1 ,X:(Xl,Xg)T etb:(l,Q)T.
-1

1. Déterminer E(X).
2. Déterminer cov(X).
3. Déterminer E(Y").
4. Déterminer cov(Y).

5. En déduire la loi de Y.



Exercice 4 (5 pts). Soit X une v.a. Gaussienne de densité :

1 1(z—p)2
oty = —L b (=)
Ty, 0°) = ——=—=¢e 2V ) VreR
Flasp,0%) = ——
avec t € R et o0 > 0. On dispose d'un n-échantillon (Xy,---,X,,) i.i.d selon la loi N(u,0?). Soit u le parametre

inconnu & estimer (on suppose que la variance o2 est connue).
1. Calculer la borne inférieure de Cramér-Rao pour un estimateur sans biais de 1’espérance pu.
2. Soit @ estimateur du maximum de vraisemblance de
(a) Définir et calculer fi.
(b) Mountrer qu’il est efficace.
(¢) Montrer qu’il est convergent.
)

(d) Quelle est sa loi?



