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Exercice 1. Soit (X, )nen une suite de v.a. identiquement distribuées suivant une loi Binomiale de
parameétres n et p. Soit A = np > 0. Montrer que (X,,) converge vers une v.a de Poisson de paramétre A.
On parle d’approximation poissonniénne de la loi Binomiale.

Indication : On sait que lim,,_, | (1 + %)n = e“.

Solution. On a p = %, donc

P(X=k) = CkpFa-p"* (1)

e = g () (-3

nn—1)...(n—k+1) A* n* A\
k! Xnkx(n—)\)k< )

Or, on sait que lorsque n — 400, n(n —1)...(n —k+1) ~nF et (1 + ﬂ)n ~ e donc :

n A n _ A
X — xe M= N

P(X = k) notoo k! % nk = nk k!

Exercice 2. La probabilité qu'un systéme tombe en panne est de 0.015. Calculer de deux fagons
différentes la probabilité qu’il n’y ai aucun systéme défectueux dans un ensemble de 100.

Solution. Soit X la v.a désignant le nombre de systémes défectueux dans le lot de 100. On cherche a
calculer P(X = 0) ou X suit une loi Binomiale avec p = 0.015 et » = 100 et peut étre approchée par une
v.a de Poisson de paramétre A = 1.5

Exercice 3. Soient X et Y deux v.a. indépendantes. On suppose que X suit une loi de Poisson de
paramétre A > 0 et Y suit une loi de Poisson de paramétre p > 0. Pour tout n € N on notera p,, =
P(X =n) et ¢, =P(Y =n).
1. Montrer que la variable Z = X 4+ Y suit une loi de Poisson dont on déterminera le paramétre.
Trouver 'espérance et la variance de Z
2. Soit k € N. Déterminer la loi conditionnelle de X sachant que Z = k.
3. OnposeU=X-Y
i) Trouver lespérance et la variance de U
ii) Déterminer I'ensemble des valeurs que peut prendre U. La variable U est-elle une variable de
Poisson 7
ili) Trouver la loi conditionnelle de U sachant que Z =k, ot k € N (on pourra utiliser le résultat
de la question 2).

Rappels
— Une v.a. X suit une loi de Poisson de parameétre A > 0 ssi
. . Ay
VieN, P(X =i) = —e .

il



ZZ 0 C}Calbk i = (a+b)*
Cl z'(k: 7)!
— Soit X une v.a. telle que o _
VieN, P(X =i)=C} p' (1 —p)r*

ouk>0et 0<p<1 alors X suit une loi Binomiale de paramétres k et p.

Solution.
1. Z=X+Y est a valeurs dans N. On a :

P(Z=k) = PX+Y =k =Y PX=4Y=Fk-i

k
= Z]P P(Y =k —1) Zpi%—i
i=0

)\1 3 k—i B
= Z ﬁe A (:_ Z)' € s
i=0 ’
_ e~ () F k! =
ko il(k —9)!
/\+u e—(A+p)
= Ck/\’“ M= A+ )"

ce qui montre que Z suit une loi Poisson de paramétre A + p. En particulier on sait que
E(Z)=V(Z)=X+u

2. On sait que Z = k, alors X ne peut plus prendre ses valeurs qu’entre 0 et k. Pour i € [|0, k|] et
d’aprés le théoréme de Bayes on a :

P(X=i;Z=k) PX=Y=k—i) PX=)PY =k-—1i)

P(X =ilZ=Fk) = P(Z=Fk P(Z = k) - P(Z = k)
Nt !
= (ﬁe /\)((:_ Z.)!e “)(ef(AJru)()\Jrlu)k)
N N o S R O S S S
BRIV e~ OFI (A + )k

; )\i'uk—i ; A\ ,uk_i
k L - Ck: - i
(A +n) A+ ) (A4 p)k

) )\ 7 M k—1
i <A+u> <A+u)

et on reconnait ainsi la loi Binominale de paramétres k et

)\+

A
X|Z =k~ Bk, —
| (k. 55

3. Onpose U=X-Y
i) Ona E(U) =E(X) —E(Y) = A — u, par linéarité de l’espérance.

D’autre part, comme X et Y sont indépendantes, il en est de méme de X et —Y, et on peut
écrire : V(U) = V(X) +V(=Y) =V(X) + (-1)2V(Y) = A+



ii) X et Y prennent des valeurs dans N indépendamment 'une de autre et donc (X —Y)(Q) = Z,
ce qui prouve que X — Y ne peut pas étre une variable de Poisson.

i) OnaU=X-Y =2X - (X+4+Y)=2X —Z. Sion sait que Z =k, k € N, alors X ne peut
plus prendre ses valeurs qu’entre 0 et k et : Pour i € [|0, k|]

P(U=2i—klZ=k) = P(X=iZ=k)

% k—i
- a (v) (75)
A+ A4

U prenant donc ses valeurs dans ’ensemble {—k, —k +2,...,k — 2, k}.

*

Exercice 4. Déterminer I'unique entier a tel que la fonction f définie ci-dessous soit une densité :

1
—z* sixel0,2],

0 sinon.

Solution. La fonction f vérifie :
— pour tout z € R, f(z) > 0.
— f est continue sur R — {2}.
Le troisiéme point que f doit vérifier est la condition de normalisation :

/C: f(x)dx = 1.

o 1 /2 1 [z0t2]% get2
d = — (l+1d = = | — - -
[ o= [ 55] -y
2

Donc [ f(z)dz =1 si, et seulement si, 2°72 = 4(a + 2) e.q 2 = 24 a. Donc f est une densité si, et
seulement si, a = 2.
Preuve par récurrence H,, : 2" > 2n > 2 4+ n pour n > 2.

On a

Exercice 5. Soit X une v.a. suivant la loi uniforme U 1), i.e. de densité :

f) {1 size0,1],

0 sinon.

1. Calculer E(X) et Var(X).
2. Montrer que la v.a. Z =1 — X suit la méme loi que X.
3. Soit A > 0. On pose

In(1 - X)
Y = =7
A
Calculer la fonction de répartition de Y, puis une densité de Y.
Solution.
1. On a
o0 1 m2 1 1
200 = [~ afwr= [ = [5] <3
—o0 0 21, 2
De méme,

On en déduit que



2. Calculons la fonction de répartition de Z. Comme X(Q) = [0,1], on a Z(2) = (1 — X)(R) =
[l —1,1—0] =[0,1]. On en déduit que, pour z > 1, on a

P(Z <z)=1.
Pour tout x < 0, on a

P(Z <xz)=0.
Pour tout z € [0,1], on a

oo 1
PZ<z)=P(X>1-2z)= f(t)dt:/ dr=1-(1—-z)==z.
1—x 1

—T

Au final, la fonction de répartition de Z est

1 siz>1,
Fz(z)=< =z sizel0,1],
0 siz<0.

Apreés un calcul similaire, on montre que la fonction de répartition de X est

1 siz>1,
Fx(z)=<¢ =z size€]0,1],
0 sixz<0.

Puisque, pour tout & € R, les fonctions de répartition de Z et X sont égales, la loi de Z est la
méme que celle de X. Autrement dit, Z suit la loi Uniforme sur l'intervalle [0, 1].

3. Calculons la fonction de répartition de Y. Comme X(Q) = [0,1], on a (1 — X)(2) = [0,1] et
Y (Q) = (—3 In(1 — X))(Q) = [0, cc[. Ainsi, pour tout z < 0, on a

P(Y <z)=0.
Pour tout x > 0, en utilisant le résultat de la question 2-, on a

PY <z) = P(-In(l-X)<Az)=P(n(l - X) > —X\zx)
= P(1-X>e ™M) =P(X <1-e)

1—e™ P 1—e A"
/ ft)dt = / dt =1—e "
—00 0

Au final, la fonction de répartition de Y est

1—e M six >0,
Fy(x) = { 0 sinon.

On reconnait la fonction de répartition d’une v.a.r. suivant la loi Exponentielle de paramétre .
Exercice 6. Soient 6 > 0 et X une v.a. de densité :

—x)2? sz
f(x){(()9+1)(9+2)(1 ) e [0,1],

sinon.

1. Vérifier que f est bien une densité.
2. Calculer E(X).

Solution.
1. On a



— pour tout z € R, f(z) >0,
— f est continue sur R,

/_oo f(z)dz = /01(9+1)(9+2)(1_x)330dx:(9+1)(9+2)/01(339—x9+1)d$

20+1 2042 1
1 2 -
(O+1)O+ )[9+1 Q—I—Q}0

O+1)(0+2) (9i1_9i2> —1

Donc f est bien une densité.
2. On a

E(X)

oo 1
/ xf(x)dx = /0 (0 +1)(0 + 2)(1 — x)2?da

— 00

0+ 1)(9+2)/1(:v9+1 — 29 dz = (0 +1)(0 + 2) [
0

1 0+1
0+2)(0+3) 0+3

2042 o437t
0+2 0+3}0

(0+1)(0+2)

Exercice 7. Soient 6 > 1 et X une v.a. de densité :

1 :
Fa) = { 20 size[l,0],

0 sinon.

1. Calculer E(X) et Var(X).
2. Montrer que, pour tout (a,b,c) € R3telsquel<a<b<fetl<ac<bc<b,ona

Pla < X <b) =Plac < X < be).

3. Soit m € N*. On pose Y = X™. Déterminer une densité de Y.

Solution.
1. On a

]E(X)—/Oo f(x)d /9 gy L ed _o-1
N 009: IO = 1 T eme™ T e 1 YT e

On a V(X) = E(X2) — (E(X))?, avec

E(Xg):/oo $2f(x)dx:/0x2><ldle/exdm: 1
—o 1 xlnd Indg J; Ind

On en déduit que
021 [(0-1\°
VX) =559 ( In 6 )

2. Soit (a,b,c) ER3 telsque 1 <a<b<fetl<ac<bc<f. Ona

2217 -1
2|, 2o’

_ Inb—1Ina
o In@

1
dr =

1 b
z1lnf no [In 2],

IP(aSXSb):/abf(x)dx:/ab



Exercice 8.

DA S

et

be be
1 1
P(ac < X < be) (z)dx = / mda: =g [In 2]’

In(bc) —In(ac) Inb+Inc—(lna+Inc) Inb—Ina
Iné N Iné Y

C

D’ou

Pla < X <b) =P(ac < X < be).

. OnaY(Q)=(X"™)(Q) =[1,0™]. Par conséquent, pour tout = > 6™, on a

PY <z)=1
et, pour tout = < 1,

P(Y <z)=0.
Pour tout z € [1,0™], on a

1 1
1 xrm T m 1
by <) = B sa=pcsah) = [ pwa= [0 Loa
oo 1 ylnéd
o&  In(zw)—Inl Inz Inz
Ind Ind mlnfd  In(6™)

Au final, la fonction de répartition de Y est

1 six > 0™,
In . m
Fy(x)=P(Y <z)= (6™ six € [1,0™],
0 six < 1.
La densité de Y est
1 . m
(@) = U () = 7xln(9m) sixz e [L,0™],
0 sinon.

On reconnait la densité associée a la loi de Benford de paramétre 6™.

0 sinon.

f) = {Ae‘” sixz >0,

Calculer P(0 < X < 1), P(X > 3)

Y a-t-il une différence entre P(0 < X < 1) est PO< X <1)7?
Calculer E[X]

Calculer Var[X]

Déterminer la fonction de répartition de X

Solution.

Soit X une v.a. suivant la loi exponentielle £(A) de paramétre A > 0, i.e. de densité :



+oo
E[X] = /0 af(z; N)dz

+oo
= / zhe Mdx
0

+oo
= )\/ re Mdx
0

puis en passant par une intégration par parties,
(rappel : U'V = [UV) = V'U donc [,/ U'V = [UV]§> — [F*V'U)
et en prenant

U/ _ ef)u:
V=x
= UV =ge >
et N
U=="
V=1 .
= UV =ze ™ et VU = =5
on obtient
+oo
E[X] = A / ze M dx
0

|
Regle de I'Hopital | ([0 —0- [SAQI} :m>
(

- (L)
= bR

1

2. de méme pour la variance, on en trouve Var(X) = 15

Exercice 9. Soit X une v.a. suivant la loi exponentielle £(1), i.e. de densité :

fa) = {ex six >0,

0 sinon.

On pose Y = In(eX —1).
1. Déterminer la fonction de répartition de Y, puis une densité de Y.
2. Est-ce que Y est une v.a. symétrique ?
3. Calculer E(Y).

Solution.



1. On a Y (Q) = (In(eX — 1))(Q2) = R. Pour tout » € R, on a

P(Y <z) = P(n(e® —1)<z)=P* —1<e®) =Pe* <e”+1)
In(e®+1) In(e®+1)
= P(X <In(e"+1)) = / ft)ydt = / e tdt
— 00 0
_ —t7in(e®+1) _ —In(e®+1) _ 1 _ e’
= |- =1- =1- = .
[~ }0 ¢ et+1 er+1

Au final, la fonction de répartition de Y est

FY(x):eerl’ reR
La densité de Y s’obtient par dérivation :
ot
fy(x):F{/(:E):W, z € R.

2. La densité de Y déterminée au résultat de la question 1- vérifie, pour tout = € R,

—x 2x —x e~

(& (&
i & g @i

fy(—z) =

Ainsi, fy est paire, donc Y est symétrique.
3. Par le résultat de la question 2-, Y est symétrique. Donc E(Y") = 0.

Exercice 10. Soit X une v.a. suivant la loi normale A(0,1), i.e. de densité :

1 2

JR
2

e , z eR.

On pose Y = | X |+ 1.
1. Déterminer la fonction de répartition de Y en fonction de celle de X, puis une densité de Y.
2. Calculer E(Y) et Var(Y).

Solution.
1. On a X(©2) =R. Donc (| X1])(2) = [0,00][ et Y (£2) = [1, o0[. Par conséquent, pour tout x < 1, on a
P(Y <z)=0.
Pour tout x > 1, on a
P(Y <2) = B(X|+1<az)=B(X|<z-1)
= P(-(z-1)<X<z-1)
= PX<z-1)-PX < —(z-1)).

Au final, en notant F'x la fonction de répartition de X, la fonction de répartition de Y est

Fo(6)— { Fx(e=1)=Fx(~(@=1) siz>1,

Par dérivation, on en déduit la densité de Y :
vy @@=+ f(—(x-1) siz>1,
fy(z) = Fj(x) = { 0 o

avec
2 _(@-1n?
2




2. Par la linéarité de I’espérance, on a

avec
aix) = [ llfwar=—= [ el Fa- 2 [0
= x r)ar = ——— re 24dr =-— xre
oo 21 J— o 2w Jo
2 _227%® 2
B ;[_6 }0_ 7

On en déduit que

E(Y)z\/zﬂ.

En utilisant les opérations élémentaires de la variance, on a
2
V(Y) = V(X[ +1) = V(IX|) = E (| X]*) - (E(X]))".
Or, comme X suit la loi normale centrée réduite, on a

E(X]?) =E(X?) =V(X)=1.

Comme E(|X|) = \/g, on obtient

Exercice 11. Soit X une v.a. de densité :

1
—————— siz€[-1,2],
f(z) =< (2In(2))(2 +2)
0 sinon.
1. Calculer P(X < 0).
2. Calculer E(2 + X), E(X(2+ X)) et E (X?).
3. On pose
1
Y= —.
3—X
Déterminer une densité de Y.
Solution.
1. On a

0 0
P(X <0) = /_OO fz)dw = /1 md:c = 21112 (2 + )2, 21112

2. On a

o 2
EQ2+X) = / (2—|—:l:)f(x)d:1::/ (2+x)xmx

—o0 —1

12 1 3
- dr = 2 (1) =-".
21n2/,1 = ome - E =g




On a

E(X(2+ X))

/OC x(2+x)f($)dx:/lx(2+x) X md:ﬂ

1 /2 1 [221? 1 /4 1 3
— rdx = S = (Z-Z2) = .
2ln2 J_; 2In2 | 2], 2mn2\2 2 4In2

On en déduit que

E(X?) = E(X2+X))-2E(X)=E(X(2+X))-2E2+X)+4
3 3 3 3 9
- 2 4= 3 3 -9 4y
im2 “%2m2 T Iz Iz ' A2 |

. Ona X (Q) = [—1, 2]. Par conséquent, (3—X)(2) = [1, 4] et, a fortiori, Y(Q2) = (%) Q)

Pour tout x > 1, on a
PY <z) =

Pour tout x < %, on a

Pour tout x € [i, 1], on a

P(Y < x)

Il
=
A/

w
[
<
IN
S
S~
Il
=
A/~
SE
IN
w
|
B
~——
Il
o=l
/N
<
IN
w
|
8|
~——

=

1
1 3-1 1 1
= 21n2[ln(2+t)]7 21n21n<5 x)

Au final, la fonction de répartition de Y est

1 siz>1,
1
FY(.’L’)* mln (5) S1 X € [}1,1],
0 siz < i.
Comme , )
1 —(—== 1 1
n(5-—=)) = (xf)z ~ = ,
x 5— 2 22(5-2) (522 —x)
la densité de Y est
1 1
i =1
fa) =Fw={ euyee-a ol
0 sinon.
Exercice 12. Soit X une v.a. de densité :
Inx
4—— siz>1
fay=q e T
0 sinon.

1. Vérifier que f est bien une densité.

10



2. Calculer E(X).

Solution.

1. On a
— pour tout z € R, f(z) >0,
— f est continue sur R,
— en faisant une intégration par parties,

> > 1 1 o o 1 1
/ flx)dx = / 420 =4 ( |-~ Inz —/ —— | x —dx
e 1 a3 222 1 1 22 x
<1 I
= 4 —dr )| =4|—-——| =1
(0 - /1 223 96) { 41‘2} 1
Donc f est bien une densité.

2. On a . N 1 -
nr nx
E(X) :/ xf(:z:)dx:/l T ><4Fd:1::4/1 ?dx.

— 00
En faisant une intégration par parties, on obtient

(2w ()= 2o 2

E(X)

*

Exercice 13. Soit (X,Y) un couple de v.a. de densité :

2

flzy) =4 e—1
0 sinon.

ze?  si(x,y) € (0,13

1. Déterminer une densité de X, puis une densité de Y.

2. Est-ce que X et Y sont indépendantes ?

Solution.
1. La densité de X est

fx (@) =/_ foxv) (@, y)dy, xeR.

On a X (2) = [0, 1]. Par conséquent, pour tout = ¢ [0, 1], on a

Pour tout z € [0,1], on a
fx@) = [ fawndy= [ Zeerdy= 2o [Cevay
— 0o 0 e—1 e—1 0
2 L2
= 6_133[61’]0: PR (e—1)=2x.

Au final, la densité de X est

| 2z size]0,1],
Fx(z) = { 0  sinon.

11



La densité de Y est
)= [ fneods, yer

On a Y (Q2) = [0, 1]. Par conséquent, pour tout y & [0, 1], on a

fy(y) =0.

3] 1 2 2 1
/_Oof(xyy)(%y)dm:/o eila:eydx: e7161’/0 xdx
9 1

x? 1
_ y |2 | _ Y
c—1° [2]0 e—1°"

Au final, la densité de Y est

Pour tout y € [0, 1], on a

fy(y)

fr(y) = { eiley si y € [0,1],

0 sinon.

2. En utilisant le résultat de la question 1-, on montre que, pour tout t € Ret y € R, on a

Ty (@,y) = fx (@) fy ().

Autrement dit, la densité du couple de variables aléatoires réelles (X,Y) est égale au produit des
densités respectives de X et de Y. On en conclut que les variables aléatoires réelles X et Y sont
indépendantes.

Exercice 14. Soit (X,Y) un couple de v.a. de densité :

1
— si0<y<z<,
flzy) =4 =
0 sinon.
1. Est-ce que X et Y sont indépendantes ?
2. Déterminer une densité de X, puis une densité de Y.
3. Calculer Cov(X,Y)

Solution.
1. La densité de X est fx(z) = [*_ f(x,y)dy, x € R. On a X(Q) = [0, 1]. Par conséquent, pour tout
x ¢ [0,1], on a

fX (33) = O.

Pour tout z € [0,1], on a

h@zl%@:L

Au final, la densité de X est

[ 1 size]0,1],
fx(2) { 0 sinon.

La densité de Y est fy(y) = ffooo f(z,y)dz, y € R. On a Y () = [0, 1]. Par conséquent, pour tout
y¢[0,1], on a
fr(y) =0.

12



Pour tout y € [0,1], on a

1
fr(o) = [ Jdo= s, = ~Iny.
Yy

Au final, la densité de Y est

Iny siye](0,1],
sinon.

fr(y) = { 6

2. En utilisant les résultats de la question 1-, on a

oo 1 1 1
IE(X):/ xfx(x)dx:/o :Exldx:/o xdx = ["T;] :%,
e .

en faisant une intégration par parties,

EY) = /Oo yfy(y)dy=/0 yX(—lny)dy=—/O yInydy

et

E(XY)

1
/ / xyfxyda:dy*/ </ :z:yldy>da:
0 0 €
27% 1 3711
Y 1 9 1|z
ydy) da:— [] dx /xdmz[]
fo(f san)ae= [ 5] e 5 [ 55,

Cov(X,Y) =E(XY) - E(X)E(Y) =

On en déduit que

Exercice 15. Soit (X,Y") un coupe de v.a. de densité jointe :

x2y siz>0,y>0etz+y<1,
flz,y) = .
0 sinon.

[a—y

Déterminer une densité de X, puis une densité de Y.

o

Est-ce que X et Y sont indépendantes ?
. Calculer P(Y > X).

1
lculer E
. Calculer (XY>

Solution.
1. La densité de X est

= W

13



On a X (92) = [0,1]. Par conséquent, pour tout = ¢ [0, 1], on a

0o 11—z 11—z
/ f(X,Y) (.’E, y)dy = / ac2ydy = 22 / ydy
— oo 0 0

2 [y;I_x - %(w(l — )%

Pour tout z € [0,1], on a

fx ()

Au final, la densité de X est

(x(1—z))? s% z €10,1],

SOl

fxta) =
La densité de Y est
)= [ fneods, yer

On a Y(Q2) = [0, 1]. Par conséquent, pour tout y ¢ [0, 1], on a
fr(y) =0.

Pour tout y € [0,1], on a

s 1—y 1-y
fr(y) = / f(x,Y)(x,y)dx:/ x2ydfc:y/ z’dx
—00 0 0
Yy

251 1
Yy { 3 h 3y( Y)

Au final, la densité de Y est

1 _ 23 i
fe={ oo dveb

2. En utilisant le résultat de la question 1-, on montre qu'il existe z € [0,1] et y € [0, 1] tels que

foxyy(@,y) # fx (@) fy ().

Autrement dit, la densité du couple de variables aléatoires réelles (X, Y") n’est pas égale au produit
des densités respectives de X et de Y. On en conclut que les variables aléatoires réelles X et Y ne
sont pas indépendantes.

3. On a

P(Y > X) — // ﬂxmmmmwz/'/'ﬂxmmwmw
{(xvy)§ yZQ?} —o0 Jx

3 -2 1 l1-z 1 yg 1-z
/ 2?ydxdy = / 332[/ ydyldz = / z? {] dx
0 T 0 T 0 2 T
1 (2

1

= .'L'2 7.’13271'2 :17:1 51'2 — 2T XL
= 5[ P aae = [T 20

23772 2477 1 1 1
[3]_LL:%_MZM'

2
1
2 0

14



4. On a

1 0o 0 q 1 1—x
E(—) = — dady = d d
(XY) [w[w xyf(x,y)(%y) ray /0 /0 T ar ay

= /le[y](l)zdm: /le(1 —x)dx

x? x31 1
—— —| =1/2-1/3 = -.
{2 3}0 / / 6

Exercice 16. Soient X et Y deux v.a. & densité indépendantes telles que la densité de X est

6x(1 —x) sizel0,1],
Ix(x) = {0 .
sinon
et la densité de Y est
1, .
—y’e ¥ siy >0,
fr(y)=1 6

0 sinon.

Onpose U=XY et V=(1-X)Y.
1. Déterminer U () et V(Q).
2. Pour tout z € [0, 1] et tout y > 0, on pose u = zy et v = (1 — a)y.

u
Mont Jy) = , .
(a) Montrer que (x,y) (u+v u—l—v)
(b) Montrer que le jacobien associé au changement de variables de la question 2 (a) est

1
u+v

J(u,v) =

3. Déterminer une densité de (U, V).

4. Montrer que U et V sont #id. Donner une densité de U.

Solution.
1. Ona X(Q) =[0,1] et Y(Q) = [0, 00[. D’ou U(Q2) = (XY )(Q2) = [0,00[et V() = ((1 — X)Y) () =
[0, oo
2.(a) Onav=_1—-2a2)y=y—zy =y — v, donc

Yy =u-+mv.
Comme u = zy, on a
U U
r=—= .
Y U+ v

Au final, (z,y) = (j_,quv).
u+wv

(b) Le changement de variables proposé a la question 2-a) est (z,y) = (
associé est

U
u+tv’

u + v). Le jacobien

v u )
Ju,v) = |(u+0)2  (u+0)?| = )
(o) = | P =
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3. Pour toute fonction continue bornée g : R — R, on a
E(g(U,V)) =

E(g(XY,(1-X)Y))
- /_ /_ g (zy, (L= 2)y) fix,v) (@, y)dzdy,

ou fix,yy désigne la densité du couple (X,Y’). Comme X et Y sont indépendantes, pour tout

(z,y) € R?, on a fix,y)(z,y) = fx(x)fy(y). Sion pose u = ay et v = (1 — z)y, alors, par le

résultat de la question 2-a), x = s et y = u+wv. Considérons le changement de variables (x,y) =
1

( L u+ v). En utilisant le résultat de la question 2-b), le jacobien associé est J(u,v) = .

u+tv?

Par conséquent,

E(g(U,V)) = /O; /Zg(u,v)fx (uiv) fy (u+v) |J(u, v)|dudv

_ /OO /OO g(u,0) fx (uiv) fy (utv) ﬁdudv
(9(5.7))

ot (S,T') est un couple de variables aléatoires réelles de densité

Fosimy (1,0) = { gx (525) fr (ut0) gy i () € (B)?

sinon.

On en déduit que (U, V) et (S,T) suivent la méme loi, donc la densité de (U, V) est

fovy(u,v) = { fx (#u) fy (u+w) ﬁ si (u,v) € (R*)2 ,

0 sinon.
En utilisant les définitions de fx et fy, il vient

f (u, 0) = uve 7Y siu>0etv>0,
CHILYT= 0 sinon.

4. En utilisant le résultat de la question 3-, pour tout u € R et tout v > 0, on a fy,v)(u,v) = g(u)g(v)
ou

ue " siu>0,
o = {

0 sinon.

Autrement dit, fyv)(u,v), la densité du couple (U, V), est égale au produit de deux fonctions,
g(u) et g(v). La premiére dépend uniquement de u, et la seconde, uniquement de v. Par conséquent,
U et V sont indépendantes. Comme g est une densité, U a pour densité g, et V' a pour densité g.
Donc U et V sont identiquement distribuées.

Exercice 17. Soient A > 0 et X, Y et Z trois v.a. id suivant chacune la loi exponentielle £(\), i.e. de
densité :

fz) =

0 sinon.

{ Xe M siz >0,

Onpose V=X+4+YetW=X+Y+ 2.
1. Déterminer une densité de V.

2. Déterminer une densité de W.

1
3. CalCuler E <W—|—Z)2) .
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Solution.

1. Comme V =X +Y, avec X et Y indépendantes et identiquement distribuées, la densité de V est,
pour tout z € R,

fv(z) = /jo f(s)f(x — s)ds.

Puisque X () = [0,00[ et Y(R2) = [0,00[, on a V(Q) = (X +Y)(Q) = [0, oo[. Par conséquent, pour
tout x < 0, on a

fv(z)=0.

Pour tout x > 0, on a
x T
fv(z) = / e x Ne ANETS) gg = )\26_/\3:/ ds = Nxe
0 0

Au final, la densité de V est

A2ge= > gigx > 0,

fviz) = { 0 sinon.

2. Comme W =V + Z, avec V = X +Y et Z indépendantes, la densité de W est, pour tout = € R,

fw%x)==jﬁx>fv(ﬂf(x-—8)d&

ou fy désigne la densité de V' déterminée au résultat de la question 1- et f = f7 désigne la densité
de Z. Puisque V(2) = [0, 00[ et Z(2) = [0,00[, on a W(Q) = (V+Z)(Q) = [0, oo[. Par conséquent,
pour tout z < 0, on a

fv (J,’) =0.

Pour tout x > 0, on a

xT x
fw () / Mse™ ™ x Ne AMET8) g5 = )\36_/\‘”/ sds
0 0

— )\387)\1 i I: /\73'1:267)\1
2], 2 '

Au final, la densité de W est

A2 2 Az ;

Te six >0
wlx) = 2 -7
fw(@) {0 sinomn.

3. En utilisant la densité de W = X 4+ Y + Z déterminée au résultat de la question 2-, il vient

1 S | /\3 00 v )\3 1 . o] /\2
2(aveze) = [Lshww=5 [ ru=g 5] =3
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