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TD (suite)

Exercice 1. Soit (X,)nen une suite de v.a. identiquement distribuées suivant une loi Binomiale de
parameétres n et p. Soit A = np > 0. Montrer que (X,,) converge vers une v.a de Poisson de paramétre .
On parle d’approximation poissonniénne de la loi Binomiale.

Indication : On sait que lim;,,_, 1+ (1 + %)n = e,

Exercice 2. La probabilité quun systéme tombe en panne est de 0.015. Calculer de deux fagons
différentes la probabilité qu’il n’y ai aucun systéme défectueux dans un ensemble de 100.

Exercice 3. Soient X et Y deux v.a. indépendantes. On suppose que X suit une loi de Poisson de
paramétre A > 0 et Y suit une loi de Poisson de paramétre p > 0. Pour tout n € N on notera p,, =
P(X =n) et ¢, =P(Y =n).
1. Montrer que la variable Z = X + Y suit une loi de Poisson dont on déterminera le paramétre.
Trouver 'espérance et la variance de Z
2. Soit k € N. Déterminer la loi conditionnelle de X sachant que Z = k.
3. Onpose U =X —-Y
i) Trouver 'espérance et la variance de U
ii) Déterminer I’ensemble des valeurs que peut prendre U. La variable U est-elle une variable de
Poisson 7
iii) Trouver la loi conditionnelle de U sachant que Z = k, ou k € N (on pourra utiliser le résultat
de la question 2).

Rappels
— Une v.a. X suit une loi de Poisson de paramétre A > 0 ssi

)\i
VieN, P(X =i) = Ze .
2!
— Xy Cia'tt = (a+ )"
P k!
— Ci = sy
— Soit X une v.a. telle que o '
VieN, P(X =i)=C} p' (1 —p)**

ouk>0et 0<p<1 alors X suit une loi Binomiale de paramétres k et p.

*

Exercice 4. Déterminer 'unique entier a tel que la fonction f définie ci-dessous soit une densité :

1
Zx‘”'l stz €10,2],

fz) =

0 sinon.

Exercice 5. Soit X une v.a. suivant la loi uniforme U 1, i.e. de densité :

fa) :{1 si z € [0,1],

0 sinon.



1. Calculer E(X) et Var(X).
2. Montrer que la v.a. Z =1 — X suit la méme loi que X.

3. Soit A > 0. On pose

In(1-X)
—
Calculer la fonction de répartition de Y, puis une densité de Y.

Y =—

Exercice 6. Soient 6 > 0 et X une v.a. de densité :

—z)z? siz
f(x):{(()9+1)(9+2)(1 ) e [0,1],

sinon.

1. Vérifier que f est bien une densité.

2. Calculer E(X).
Exercice 7. Soient 6 > 1 et X une v.a. de densité :
_
f(z) =< =In(9)

0 sinon.

siz e [1,0],

1. Calculer E(X) et Var(X).
2. Montrer que, pour tout (a,b,c) € R3 telsque 1 <a<b<fet1<ac<bc<h ona

Pla < X <b) =P(ac < X < be).
3. Soit m € N*. On pose Y = X™. Déterminer une densité de Y.
Exercice 8. Soit X une v.a. suivant la loi exponentielle £(\) de paramétre A > 0, i.e. de densité :

{ Ae ™M siz > 0,

0 sinon.

fz) =

Calculer P(0 < X < 1), P(X > 3)

Y a-t-il une différence entre P(0 < X < 1) est P(0 < X <1)7
Calculer E[X]

Calculer Var[X]

Déterminer la fonction de répartition de X

Lk W

Exercice 9. Soit X une v.a. suivant la loi exponentielle £(1), i.e. de densité :

fa) = {ew sixz >0,

0 sinon.

On pose Y = In(eX —1).
1. Déterminer la fonction de répartition de Y, puis une densité de Y.
2. Est-ce que Y est une v.a. symétrique ?
3. Calculer E(Y).
Exercice 10. Soit X une v.a. suivant la loi normale A(0,1), i.e. de densité :
1 22
fl@)= —e 7, z eR.

On pose Y = | X |+ 1.



1. Déterminer la fonction de répartition de Y en fonction de celle de X, puis une densité de Y.
2. Calculer E(Y) et Var(Y).

Exercice 11. Soit X une v.a. de densité :

1
— size[-1,2,
f(z) = (2In(2))(2 + )
0 sinon.
1. Calculer P(X < 0).
2. Calculer E(2 + X), E(X(2+ X)) et E (X?).
3. On pose
1
Y=——.
3—X
Déterminer une densité de Y.
Exercice 12. Soit X une v.a. de densité :
Inz
4—— siz>1
fla) = 3 siz>1,
0 sinon.
1. Vérifier que f est bien une densité.
2. Calculer E(X).
*

Exercice 13. Soit (X,Y) un couple de v.a. de densité :

2
flr,y)=q e—1

0 sinon.

ze¥  si(z,y) € [0,1)?,

1. Déterminer une densité de X, puis une densité de Y.

2. Est-ce que X et Y sont indépendantes ?
Exercice 14. Soit (X,Y) un couple de v.a. de densité :

1
— si0<y<zr <1,
fla,y) =49 @
0 sinon.
1. Est-ce que X et Y sont indépendantes ?
2. Déterminer une densité de X, puis une densité de Y.
3. Calculer Cov(X,Y)

Exercice 15. Soient X et Y deux v.a. 4 densité indépendantes telles que la densité de X est
6z(1—=x) sizel0,1],
fx(z) = { .
0 sinon
et la densité de Y est

1
“y’e™V siy >0,

fr(y) =14 6

0 sinon.

Onpose U=XY et V=(1-X)Y.



1. Déterminer U(Q2) et V(Q).
2. Pour tout = € [0, 1] et tout y > 0, on pose u = zy et v = (1 — x)y.

u
Mont ,Y) = , v .
(a) Montrer que (x,y) (u+v u+ )
(b) Montrer que le jacobien associé au changement de variables de la question 2 (a) est

1

J(u,v) = .

3. Déterminer une densité de (U, V).
4. Montrer que U et V sont #id. Donner une densité de U.

Exercice 16. Soient A > 0 et X, Y et Z trois v.a. #d suivant chacune la loi exponentielle £(A), i.e. de
densité :

f(z) =

0 sinon.

{ Ae ™ siz >0,

Onpose V=X+YetW=X+Y+Z2.
1. Déterminer une densité de V.

2. Déterminer une densité de W.

1
. lculer E({ ———— ).
3. Calculer ((X+Y+Z)2>



