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Consignes :

- Sont interdits : Documents, calculettes, téléphones, écouteurs, ordinateurs, tablettes.

- II est interdit de composer avec un crayon.

- Votre feuille double d’examen doit porter, & 'emplacement réservé, vos nom, prénom, et signature.
- Cette zone réservée doit étre cachée par collage.

- Vos feuilles intercalaires doivent étre toutes numérotées.

- Le baréme est donné a titre indicatif.

On consideére une série temporelle (Y1,...,Y,), avec Y; € N, régie par un processus latent (Z1,...,7Z,) a
K états ol Z; représente 1’état latent a Uinstant ¢ (¢t = 1,...,n). Z; € {1,2,..., K}, K € N*. On dispose
d’une série observée (y1, ..., yn). On suppose que pour chaque état k, la variable observée Y; est modélisé

en fonction du temps par le modele log-linéaire suivant

In(Ax(t, By)) = Br. 2 (1)
onxy = (1,1)" et 3| Z, = k; By, ~ P(A\i(t; By,)) de loi Poisson

e—)\k(t;ﬁk) (Ak (t, ﬁk))yf

P(Y; = ye|Ze = ks \o(6:8)) = ;!

) V?Jt € N7 (2)

qu’on notera Poisson(y:; A\ (t, 3)). La probabilité de état k & 'instant ¢ définie par le modele logistique :

emet
P(Z = kW) = — 3
(2 ) 125K cwim (3)

otw=(w],...,wxg_1)" et wx =0. On notera par 7 (t; w) cette probabilité.
1). Montrer que la loi de la variable observée est définie par
K
P(Y; =y;0) = Zﬂk(t;w)Poisson(yt; Ak (t, Br)) (4)
k=1

0 étant le vecteur parametre inconnu du modele.

L’objectif est de segmenter la série temporelle sur la base du modele (4). Pour cela, on estime 6 a partir
des données en maximisant la log-vraisemblance L(0) = >, InP(Y; = y;; 0) par I'algorithme EM. On
montre que celui-ci consiste a partir d’un modele initial de parametre 0 et alterner a chaque itération

q entre les deux étapes E- et M- suivantes jusqu’a la convergence :

Etape E : Calcul de la fonction Q(6; 0(’1)) définie par :

— zn:ZTk t;0'9) In[r (t; w)Poisson (ye; Ak (t, By))] (5)

t=1 k=1

ou 75 (; 0'7) = P(Z, = k|y,; 6'?) est la probabilité 8 posteriori de I'état k & linstant ¢.



Etape M : Mise & jour des parametres du modele en calculant 09V définie par :
0t = arg m{;iXQ(e; 9((1))_ (6)

2. Donner le vecteur parametre du modele, noté 6.

3. Montrer que ’étape E- consiste a calculer les probabilités a posteriori définies par :

7 (5 W(Q)) Poisson(y; Ak (¢, ﬁ,(f))))
P(Y; = y:;0'7)

7u(t;09) = P(Z, = k|y,;09) = L Vi=1l.....n (7

4. Afin de maximiser (5) par rapport aux vecteurs 3,, montrer que
9 9 9(‘1) n
9Q(6;:6) ZTk (t; ol (yt — 6[3[%) . (8)

5. Cette dérivée n’admet pas de racine analytique; Ainsi, pour cette maximisation, on utilise I'al-
gorithme Newton-Raphson pour la mise a jour des (. Montrer que a chaque itération m de cet

algorithme, la mise & jour est donnée par 1’équation suivante :

(m41) _ am) [N~y p(@Bren, T] " (@) _ Bl
E = ,Bk + {ka(t,a )6 kT aztmt}ﬁ ﬁ(m)ZTk t 0 )wt (yt ePr® )Bk:,afﬁm) (9)

t=1 PR =1

6. Donner une formulation vectorielle de cette mise a jour

7. En déduire la formulation sous forme de moindres cassés itératifs pondérés (IRLS) de cette mise &
jour

8. Donner la forme générale de 'algorithme de mise a jour du vecteur w.

9. Soit 8 le vecteur parametre estimé par l'algorithme EM. En déduire la séquence optimale des états

~

(Z1,...,Zy)
10. Soit K = 2. Montrer que la mise a jour itérative du vecteur w & chaque itération s de ’algorithme

Newton-Raphson est donnée par :

n

S (n(0?) ~ w(tw) (10)

w:w(s)

wtD = () 4 [thwt (t;w)(1 —W%w))]_i s

t=1 t=1

ewwa

m est la probabilité de I'un des deux états.

ou w(t;w) =
11. Donner une formulation vectorielle de cette mise & jour

12. En déduire la formulation IRLS de cette mise a jour



