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Notions de population, échantillon, individu

Une population statistique (qu'on note ) est un ensemble concernée par
une étude statistique.

Un individu est un élément individuel considéré dans I'analyse statistique.

Un Echantillon est un sous-ensemble effectivement observé de la
population. La taille n de I'échantillon est le cardinal de ce sous-ensemble
considérée dans I'étude statistique.

/\ Remarque : Dans la communauté du traitement de signal, on appelle
aussi échantillon un point d'un signal, ce qui correspond donc, dans

certains cas, & un individu en analyse statistique.
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Statistique inférentielle :

Definition

L'inférence statistique consiste a induire (inférer) les caractéristiques
inconnues d'une population & partir d'un échantillon issu de cette
population

Statistique descriptive :

Definition
L'objectif de la statistique descriptive est de décrire, résumer ou
représenter, par des statistiques, les données disponibles dans un échantillon

Wikipedia : Descriptive statistics are distinguished from inferential statistics
(or inductive statistics), in that descriptive statistics aim to summarize a
sample, rather than use the data to learn about the population that the
sample of data is thought to represent.
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Expérience aléatoire

On appelle expérience aléatoire une expérience dont on connait
I'ensemble des résultats possibles mais dont on ne peut prédire le résultat
effectif avec certitude et qui, répétée plusieurs fois dans des conditions
opératoires identiques, produit des résultats qui peuvent étre différents.
L'ensemble de tous les résultats possibles est appelé univers. On appelle
événement un ensemble de résultats de I'expérience aléatoire (un
sous-ensemble de I'univers).

La notion d'expérience aléatoire £ se formalise mathématiquement en
définissant :

@ l'ensemble fondamental Q (appelé /'univers) définissant I'ensemble des
résultats possibles de £, appelés événements élémentaires ;

@ un ensemble A de parties de €2, appelées événements.

© une fonction P: A — [0, 1], appelée mesure ou distribution de
probabilité, qui & tout événement A associe un nombre P(A) appelé
probabilité de cet événement.
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Variables aléatoires

@ Variables aléatoires
@ Couple de variables aléatoires
@ Vecteurs Aléatoires

@ Variables et vecteurs aléatoires gaussiens
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Variables aléatoires

Une Variable statistique X est une application de Q dans un ensemble E
X:Q—E

Types de variables aléatoires

X est dite une variable quantitative si elle prend des valeurs dans R. |l
s'agit d'une variable représentée par une quantité (une valeur) telle que
I'age, le poids et la taille, etc.

Une variable qualitative est quant a elle une variable representée par une
qualité, telles que le sexe, encore I'état civil, le degré de satisfaction d'un
service quelconque, etc. La variable qualitative est donc représenté par une
modalité plutét que d'une valeur.

Il existe deux types de variables de variables quantitatives : variables
discrétes et variables continues.
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Variables aléatoires

Definition
Une variable aléatoire est dite discréte si elle ne prend que des valeurs
discontinues dans un intervalle fini ou dénombrable.

Exemple : le résultat du jet d'un dé, le nombre d'enfants dans une famille,
sont des variables aléatoires discrétes.

Definition
Une variable aléatoire est dite continue si elle ne prend ses valeurs dans R
ou une partie ou un ensemble de parties de R.

Exemple : la moyenne des étudiants, la taille, etc sont des variables
aléatoires continues.
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Variables aléatoires

Pour les variable aléatoires qualitatives, il existe également deux type de
variables : variables nominales et variables ordinales.

Definition

Une variable aléatoire qualitative nominale est une variable qui

correspondent a des noms, il n'y a aucun ordre précis sur les modalités. Ce
sont seulement des mots dans le désordre.

Par exemple, la variable sexe est une variable qualitative nominale qui a
deux modalités possibles : féminin ou masculin et dont I'ordre n'importe
pas. Un autre exemple est la catégorie socioprofessionnelle

Definition
Une variable aléatoire qualitative ordinale est une variable qui
correspondent a un ordre. Il y a un ordre sur les modalités.

Par exemple, le degré de satisfaction par rapport a un service : trés
satisfait, satisfait, insatisfait, etc
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Variables aléatoires : récapitulatif

Variables
Variables
Qualitatives

Variables Variables
Ordinales Nominales

Variables
Quantitatives
Variables Variables
Dicrétes Continues
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Fonction de densité de probabilité

Definition

On appelle densité de probabilité toute fonction continue (intégrable) :

f:R - RT
x — f(x) (1)

telle que :
(1) VxeR f(x)>0
(2) /Rf(x)dx =1
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Fonction de répartition

La fonction de répartition d'une variable aléatoire réelle X, notée Fx(x),
caractérise la loi de probabilité de cette variable. Elle représente la
probabilité que la variable aléatoire réelle X prenne une valeur inférieure ou
égale 3 x :

Fx(x) = P(X < x) (2)

et, pour tout nombre réel x, est donnée par :
X
Fx(x) = / f () du, 3)
—0o0
La fonction de répartition Fx(x) est donc I'une des primitives de la

fonction de densité de probabilités.

/\ Remarque : La probabilité que X se trouve dans I'intervalle ]a, b] est
donc, si a < b,
P(a< X <b) = Fx(b)— Fx(a)
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Espérance mathématique d'une v.a

L'espérance mathématique d'une variable aléatoire réelle représente la
valeur moyenne prise par cette variable aléatoire.
Espérance mathématique d'une variable aléatoire discréte

Soit X une variable aléatoire discréte prenant ses valeurs dans |'ensemble
{x1,...,xn} avec des probabilités respectives ps,...,p, ¢.a.d
P(X = xk) = pk et >_p_; Pk = 1. L'espérance de X est donnée par

E[X] = Zka(X =Xxk) = ZXkPk (4)
K K

/\ Remarque : On peut remarquer que |'espérance d'une variable aléatoire
binaire est égale a la sa probabilité de valoir 1, autrement dit si X est une
v.a binaire (prenant ses valeurs dans {0, 1}, on a alors E[X] = P(X = 1).
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Espérance mathématique d'une v.a

Espérance mathématique d'une variable aléatoire discréte

Soit X une variable aléatoire continue a valeurs réelles ayant comme
fonction de densité de probabilité fx. L'espérance de X est donnée par

E[X] = /R e (5)

Plus généralement, soit g : R — R, I'espérance de g(X) est donnée par

Elg(X)] = /R g (x)fx (x)dx (6)
s 10 ) 1




Variance d'une variable aléatoire

Definition

On appelle variance d'une variable aléatoire X la quantité définie par :

var[X] = E[(X — E[X])*] = E[X?] - (E[X])* (7)

Ainsi, la variance notée 0% et sa racine carrée |'écart-type (noté ox)
mesurent la dispersion de la variable aléatoire X autour de son espérance
E[X].

/\ Remarque : D'apreés (6) et (7), la variance est donc aussi donnée par

var[X] = /R(x — E[X])*fx(x)dx. (8)
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Quelques propriétés de 'espérance et de la variance

Soit X une v.a réelle, deux fonctions g, h : R — R et deux réels a et b, alors
Ela.g(X) + b.h(X)] = a.E[g(X)] + b.E[h(X)]
ainsi le cas particulier affine consiste en la propriété suivante :

E[aX + b] = aE[X] + b
= Propriété de linéarité de |'espérance

Soient n variables aléatoires réelles X,..., X,. Alors E[>; Xj] = >, E[X]]
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Quelques propriétés de 'espérance et de la variance

De méme, pour la variance, on a la propriété suivante :

Var(aX + b) = a*Var(X)

= Propriété quadratique de la variance

/\ Remarque : Plus généralement on parle de moment d'ordre r (r > 0) de
la v.a X la quantité donnée par

E[X"] = /R X" f (x)dx

et respectivement de moment centré d'ordre r (r > 0) la quantité donnée
par

E[(X — E[X])] = /R (x — E(X))" fx (x)dx.
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Quelques statistique sur variables aléatoires
Definition

Soit (X1,...,X,) un échantillon donné d'une population ayant comme
fonction de densité de probabilité la fonction fx de paramétre 6 (une
distribution de probabilités Px(.; @) pour le cas discret). Une statistique est
toute fonction de I'échantillon donné (Xi, ..., X,) qui ne dépend pas de 6. )

moyenne empirique

:Il—‘

3o

(9)

variance empirique

1« _
2 = - > (X = Xi)?.

=il

(10)

v
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Quelques statistique sur variables aléatoires

La moyenne est la variance sont dit le moment d'ordre 1 et le moment
d'ordre 2, respectivement.

Plus généralement, on parle du moment empirique d’ordre k donné par :

1 n
Me==) XxF. 11
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Couple de variables aléatoires

@ Variables aléatoires
@ Couple de variables aléatoires
@ Vecteurs Aléatoires

@ Variables et vecteurs aléatoires gaussiens
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Couple de variables aléatoires, lois jointes, loi
conditionnelles, loi marginales, notion d'indépendance |

Lois jointes, lois conditionnelles et théoréeme de Bayes :

Soient X et Y deux variables aléatoires de densités respectives fx(x) et
fy(y) (ou de lois respectives P(X) et P(Y) pour le cas discret).

Le comportement du couple (X, Y') est entiérement décrit par leur fonction
de densité de probabilité jointe fxy(x, y) (ou distribution jointe de
probabilité dans le cas discret Pxy (X =x,Y =y)) .

Il se peut que lors du tirage d'une réalisation de (X, Y'), que la valeur
observée (réalisation) x de X fournisse une information sur la valeur
possible de Y. = Cette information est représentée par la distribution de Y
conditionnellement & X = x (distribution de Y étant donné a X = x) soit
fyix (v]x).
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Théoréme de Bayes

Ceci est explicité par le théoréme de suivant, appelé théoréme de Bayes

(ou aussi régle de Bayes ou formule de Bayes) comme suit

Theorem
fxy (x,y) = fyix (y[x)fx (x) (12)
et par symétrie on a également
fxy (x,y) = fxjy (xy) fr (y) - (13)
Pour les VA discrétes cela revient a
Theorem
P(Y=y,X=x) = P(Y=ylX=x)P(X=x) (14)
= P(X=x|Y =y)P(Y =y) (15)
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Loi jointe de couple de v.a discrétes

Soient X et Y deux variables discrétes telle que X prend ses valeurs dans
I'ensemble A et Y prend ses valeurs dans I'ensemble B.

Definition
La loi du couple (X, Y) est définie par I'ensemble des probabilités :

P(X=x,Y=y) avecxc AetycB.

/\ Remarque : Cette loi peut étre représenté sous la forme d'un tableau
dans le cas ol les v.a prennent un nombre petit de valeurs

] Y/X I x | ... | Somme des colonnes |
y PX=xY=y) P(Y =y)
Somme (-ies lignes P(X = x)
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Loi marginale de v.a discretes

La loi de chaque variable est donc donnée par la loi marginale comme
suit :

PX=x)=) P(X=x,Y=y) (16)
yeB
et
P(Y=y)=> PX=x,Y=y) (17)
XEA

/\ Remarque : On peut remarquer que ces lois correspondent
respectivement a la somme des lignes et la somme des colonnes dans le
tableau précédent (1).
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Loi jointe de couple de v.a continues (a densité)

Definition

Un couple de v.a. réelles (X, Y) est dit a densité s'il existe une fonction
fix,v) telle que la fonction de répartition du couple s’écrit

X y
nyy(X,y) = / / fx’y(u, v)dudv (18)

satisfaisant les conditions suivantes :
O fx,v(x,y) > 0 pour tout (x,y) € R2?,
(2] fR fR fx v(x,y)dxdy = 1.
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Densités marginales

Les variables X et Y sont des variables continues de densité respectives

f(x) = /R iy (x,y)dy (19)

et
fr(y) = /R fi.y (x,y)dx. (20)
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Covariance de deux variables aléatoires
Pour une variable aléatoire, on parle de variance

pour un couple de deux variables aléatoires, on parle de covariance

La covariance mesure la dépendance entre deux v.a. (Si les deux v.a sont
indépendantes, leur covariance est donc nulle.)

Definition
On définit la covariance de deux variables aléatoires X et Y comme le

terme
Cov(X,Y) =E[(X —E[X])(Y — E[Y])] (21)

et on la propriété suivante

Definition
cov(X,Y) = oxy = E[XY] — E[X]E[Y] (ZZ)J
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Covariance de deux variables aléatoires |

/\ Remarque : L'espérance du produit E(XY) se calcule a partir de la loi
jointe du couple (X, Y).

Ainsi, dans le cas discret, si X prend ses valeurs dans A et Y prends ses
valeurs dans B, on a

EXY] =Y > xyP(X=x,Y =y) (23)

x€AyeB

Dans le cas de v.a réelles continu, on a

E[XY] = /R/nyfxy(x,y)dxdy. (24)
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Corrélation entre deux variables aléatoires |

La corrélation entre deux variables aléatoires se mesure par le coefficient de
corrélation linaire noté p.

Definition
Le coefficient de corrélation linéaire entre deux variables aléatoires X et Y

est défini par :
Cov(X,Y)

XY = Var(X) Var(Y) |

(25)

On a toujours px y € [—1,1]. Plus |px,y| est proche de 1 plus la
corrélation entre les variables X et Y est forte. Si X et Y sont
indépendantes, alors Cov(X,Y) =0 et donc px,y = 0. On a par
conséquent, Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y).
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Indépendance de deux variables aléatoires

Soient X et Y deux variables aléatoires de densités respectives fx(x) et
fy(y) (ou de lois respectives P(X) et P(Y) pour le cas discret).

Definition
X et Y sont dites indépendantes si et seulement si leur densité de
probabilité jointe est égale au produit de leurs densités marginales. Plus
spécifiquement

fxy (x,¥) = fx(x)fv (y) (26)

Pour les VA discrétes cela revient a

P(Y=y,X=x)=P(X=x)P(Y =y) (27)

<
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Indépendance de deux variables aléatoires

Cela vient du fait que, d'une part le comportement du couple (X, Y) est
entiérement décrit par leur fonction de densité de probabilité jointe (ou
distribution jointe de probabilité dans le cas discret) fxy(x,y)

d'autre part, apreés le tirage d'une réalisation de (X, Y), la valeur observée
(réalisation) x de X fournit une certaine quantité d'information sur la
valeur de Y = Cette information est représentée par la distribution de Y
conditionnellement a X = x soit fy|x(y|x).

X et Y sont dites indépendantes si observer une réalisation x de X n'a
aucun effet et n'apporte aucune information sur la réalisation possible de Y
étant donné x. Autrement dit, la distribution de Y conditionnellement a X
ne dépend pas de x.

Or, la densité de probabilité jointe fxy(x,y) est :
fxy (x,y) = fyix (y[x)fx (x) (28)

par le théoréme de Baves.
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Indépendance de deux variables aléatoires

Ensuite la densité marginale de Y est obtenue en intégrant cette densité
jointe par rapport a x :

Fily) = /X ey (xy)dx = /X Fyx (v 1) () (29)

Mais si la densité conditionnelle de Y ne dépend pas de x (cas de VA
indépendantes), on peut la sortir de I'intégrale et nous avons alors

Fe(y) = Frix(ylx) /X (%) = Fyx (1) (30)

donc
fyix(y[x) = fy () (31)
et par conséquent
fxy (x,y) = fx(x)fy(y) (32)

/\ Remarque : Pour le cas des VA discrétes, le raisonnement est le méme
en remplacant les intégrales par des sommes.
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Indépendance et espérance

Theorem

X et Y sont indépendantes si et seulement si pour toutes fonctions f(X)
et g(Y)

E[f(X)g(Y)] = E[f(X)]E[g(Y)]

si les espérances existent.

Un cas particulier est bien celui ot f(X) = X et g(Y) = Y. On peut alors
énoncer le thérome ainsi : Si X et Y sont indépendantes, alors

E[XY] = E[X]E[Y].
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Indépendance et corrélation

Une conséquence de ce théoréme est que deux variables indépendantes sont
décorrélées (leur covariance est nulle).

/\ Remarque : La réciproque est fausse : la décorrélation de deux variables
n'implique pas indépendance, sauf dans le cas v.a a densité normale comme
on le verra plus tard dans le chapitre dédié aux variables aléatoires
gaussiennes.
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Loi des grands nombres |
Convergence en probabilité : Définition

On dit qu'une suite (X,) de v.a. converge en probabilité vers une v.a. X si

Ve > 0, lim P (X, — X| > ¢) =0. (33)

y

Theorem (Loi des grands nombres)

Soit X1, ..., X, un échantillon indépendant d’une suite de v.a.
indépendantes et de méme loi d’espérance E[X]| = p et de variance
var(X) = o2 . Alors quel on a :

Ve > 0, lim P

n—-+o00

<‘X1+X2+"'+Xn

: - E(X)’ > e) -0 (34)

y

= La moyenne empirique X = %Z,’-’:l X; converge en probabilité vers
I'espérance E[X] quand n — 400 (asymptotiquement)
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Loi des grands nombres [l

/\ Remarque : Ici on parle donc de convergence en probabilité.

= La L.G.N nous dit que, pour tout réel ¢ strictement positif, la probabilité
que la moyenne empirique X = %27:1 X; s'éloigne de I'espérance

E[X] = p d'au moins ¢ tend vers 0 quand la taille de I'échantillon n tend
vers l'infini.
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Vecteurs Aléatoires

@ Variables aléatoires
@ Couple de variables aléatoires
@ Vecteurs Aléatoires

@ Variables et vecteurs aléatoires gaussiens

Faicel Chamroukhi (UTLN/LSIS) Statistique inférentielle 2014/2015 37 / 159



Vecteurs Aléatoires

Definition
Un vecteur aléatoire réel X de dimension d est un vecteur

X = (X1,...,Xg)" dont les composantes Xj, j=1,...,d sont des
variables aléatoires réelles.

Fonction de répartition

La fonction de répartition d'un vecteur aléatoire X décrit la loi de
probabilité d'un vecteur aléatoire et est donnée par

Fx(X) = Fx(Xl, . ,Xd) = P(X1 S X1,X2 S X2, .. ,Xd S Xd) (35)

y
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Vecteurs Aléatoires
f.d.p : cas continu

Dans le cas de vecteurs aléatoires réels continus (ayant des composantes

continues), la fonction de densité de probabilité f : RY — RT de X est
définie par

99 Fx(x
fx(x) = fx(x1, ..., %) = W’%- (36)

V.
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Vecteurs Aléatoires
f.d.p : cas continu

Dans le cas de vecteurs aléatoires réels continus (ayant des composantes

continues), la fonction de densité de probabilité f : RY — RT de X est
définie par

99 Fx (x
fx(x) = fX(xl,...,xp) = WX()axd (36)

V.

Si cette f.d.p existe, on alors
P(X € A) = / ey (37)
A

pour tout A C R? pour lequel cette intégrale est définie, et comme f est
une f.d.p, on a:

fx(x)dx = 1. (38)
Rd

v
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Vecteurs Aléatoires

Loi de probabilité : cas discret

Lorsque X est un vecteur aléatoire discret, la loi de probabilité (fonction de
masse de probabilité) se définit par Px(x) = P(X = x). On a aussi

P(X € A) =) Px(x (39)
xEA

et

> Px(x)=1, (40)

xeX

X étant |'ensemble de valeurs que prend x.
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Espérance et matrice de covariance d'un vecteur aléatoire
Soit X = (X1,...,X4)" un vecteur aléatoire réel.

Espérance

L'espérance du vecteur aléatoire X est donnée par le vecteur déterministe

E[X] = (E[X], .., EXa])T = (11, ..., a) " avec p; = E[X]],j = 1,...,d|

Matrice de covariance

La matrice de variance-covariance (appelée aussi matrice de covariance)
d'un vecteur aléatoire X est la matrice carrée parfois notée X dont le terme
générique est donné par : X; ; = cov (X, Xj) Elle est définie comme :

Ex = cov(X) = E (X — EIX])(X — E[X])"| = EIXXT] - E[X](E[X]),
(a1)

E[X] étant I'espérance mathématique de X.
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Espérance et matrice de covariance d'un vecteur aléatoire

En développant les termes on obtient la forme suivante :

rBl(X1 — pa)(X1 — pa)]l  E[(Xa — pa)(X2 —p2)] -+ E[(X2 — pa)(Xa — pn)l
E[(X2 — p2)(X1 — p1)]  E[(X2 — p2)(X2 — p2)] - E[(X2 — p2)(Xa — pn)]
N =
LE[(Xn — pn)(Xa — p1)] E[(Xn — un)(X2 — p2)] t E[(Xn — #n)(Xn — pa)l
var(X1) cov(X1X2) ---  cov(X1Xp) 0)2(1 IX1 X2 IX1 Xp
_ cov(X2X71) E . e . _ | oxaxq
cov(XpX1) . . var('Xp) o'Xl;Xl o . o)z(p

ol les afg,j =1,...,p sont les variances respectives des v.a Xj et les
U?(,-,Xjﬂ' # j sont les covariances respectives des couples de v.a (Xj, Xj) :

Ug(,»,xj = cov(X, Xj).
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Quelques propriétés de la matrice de covariance

La matrice de covariance posséde les propriétés suivantes :

@ La matrice est symétrique car on a cov(X, Y) = cov(Y, X)

@ Elle est semi-définie positive (ses valeurs propres sont positives ou
nulles).

© Les éléments de sa diagonale (X; ;) représentent la variance de chaque
variable, étant donné la propriété cov(X, X) = var(X)

Q Les éléments en dehors de la diagonale (X;, i # j) représentent la
covariance entre les variables i et j.

@ la matrice de covariance d'un vecteur décorrélé ou indépendant est
diagonale (X;; = 0 Vi # j)

Q etc
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Matrice de corrélation

Definition

La matrice de corrélation (notée R) du vecteur aléatoire X, définie de
maniére analogue a la matrice de covariance, est la matrice dont le terme

général est le ccefficient de corrélation linéaire p; j donné par I'équation
(42).

Cocefficient de corrélation
Chaque terme p; ; représente la corrélation entre le couple de variables

(Xi, X;) du vecteur X et pour rappel est donné par
o COV(X,',)(j) . O’,‘J
P Nar(X)Var(X;)  0i0;

(42)

v

/\ Remarque : Toutes les valeurs de la matrice de corrélation sont donc
comprises entre -1 et +1 et les termes de la diagonale sont égaux a 1.
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Indépendance de vecteurs aléatoires

notion de VA i.i.d

Cas des variables discrétes

Soit X = (Xi, Xa, ..., Xp) une suite de variables aléatoires discrétes, et soit
(51,52, ..., Sn) une suite d'ensembles finis ou dénombrables tels que, pour
tout / < n, P(X;eS;)=1.

Definition
(X1, X2, ..., Xp) est une suite de variables aléatoires indépendantes si et
seulement si, pour tout x = (x1,%2,...,xn) € [[/1 Si,

P(X=x) = [[P(Xi=x).
i=1
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Indépendance de vecteurs aléatoires

Cas des variables aléatoires a densité

Soit une suite X = (X1, Xa, ..., X,) de variables aléatoires réelles définies

sur le méme espace de probabilité (£2,.4,P) et de densités de probabilité
respectives f;.

Definition

Les variables aléatoires réelles (X1, Xz, ..., X,) sont dites indépendantes si
et seulement si le vecteur X a une densité de probabilité f qui se définie par

Vx = (x1,...,%,)] €R", f(xi,...,%n) = Hf,-(x,-)-
i=1
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Quelques statistique sur vecteurs aléatoires |

Soit un échantillon de valeurs de vecteurs aléatoires continues

(X1,...,%n),X; € RY, on a le vecteur moyen empirique et la matrice de
covariance empirique sont respectivement données par

Vecteur moyen empirique

X = %Zx; (43)

Matrice de covariance empirique

3 = % Z(x,- —R)(xi —%)7 (44)
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Variables et vecteurs aléatoires gaussiens

@ Variables aléatoires
@ Couple de variables aléatoires
@ Vecteurs Aléatoires

@ Variables et vecteurs aléatoires gaussiens
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Variables et vecteurs aléatoires gaussiens

Introduction

L'une des densités les plus répandues en probabilité et statistique est la
densité normale dite aussi densité gaussienne par référence a celui qui I'a
proposé C. F. Gauss.

Elle sert a modéliser de nombreux phénomeénes, et comme on le verra plus
tard, la distribution de la moyenne d'un échantillon de variables aléatoires
issues d'une densité quelconque tend vers une loi normale quand la taille de

I'échantillon augmente.

Ceci montre donc la grande importance de la loi normale.
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Variables et vecteurs aléatoires gaussiens
Definition

On appelle loi ou densité normale (ou gaussienne) univariée de paramétres
(i, 02) (ot & > 0) la loi de probabilité définie par la densité
f:R— RT, telle que pour tout x € R :
1
f(x) = 67%(7

ov2m

(45)

Soit X une variable aléatoire réelle admettant pour densité de probabilité la
loi normale (45), appelée variable aléatoire gaussienne, son espérance est p
et son écart type est o (sa variance est o2).

On note
X~ N(u, 0?)

et on lit “X suit la loi normale d’espérance 1 et de variance 0", Sa densité
de probabilité dessine une courbe dite courbe en cloche
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Loi normale centrée réduite

La loi normale centrée réduite correspond a un cas particulier de la loi
normale générale (45).

Definition
On appelle loi normale (ou gaussienne) centrée réduite la loi définie par la
densité de probabilité ¢ : R — R définie par :
1 1.2
x) = e 2% 46
Px) = —— (46)

qui se note A/(0,1). Elle est dite centrée de part son espérance nulle et
réduite de part sa variance unité.
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Représentations graphiques
Loi normale monodimensionnelle

Loi Normale : N(u,(sz)
0.7 ‘ ,

0.6

0 Il
-4 -2 0 2 4 6
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Fonction de répartition de la loi normale

La fonction de répartition de la loi normale générale s'exprime
communément 3 |'aide de la fonction caractéristique de la loi normale
centrée réduite.

Fonction de répartition de la loi normale centrée réduite

On note @ la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. Elle
est définie, pour tout réel x, par :

¢(x):P(X§x):/X go(u)du:/x L o Sau. (1)

—00 —0 2 T

Cette primitive ne s'exprime pas a l'aide des fonctions usuelles
(exponentielle, etc.) mais devient elle-mé&me une fonction usuelle.
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La fonction & s'exprime a I'aide de la fonction d'erreur notée erf (error
function) (appelée aussi fonction d'erreur de Gauss)

erf(x) = ;E /Ox eV’ (48)

par
bs

¢u)::i<1+eﬁ<v6)>- (49)

erf(x) = 20 (xv2) — 1 (50)

ou a encore

Fonction de répartition de la loi normale générale

La fonction de répartition F pour la loi normale générale est donc donnée

par, pour tout x € R,
F@):¢<X;M)- (51)
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Quelques propriétés |

Soit une variable aléatoire X qui suit la loi normale A'(u, o). Alors :

@ son espérance et sa variance existent et E(X) = p, Var(X) =02 >0,
o la variable aléatoire X* = XEX) " 'egt 3 dire X* = X=£ suit la loi
var(X) g
normale centrée réduite N(0, 1),
@ si a, b sont deux réels (a # 0), alors la variable aléatoire a X + b suit

la loi normale NV(apu + b, a°0?)
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Théoréme central limite

La grande importance pratique associée 3 la distribution normale découle
du théoréme central limite présenté ci-dessous.

Theorem (Théoréme Central Limite)

Soit X1, Xo, -+, X, une suite de variables aléatoires réelles mutuellement
indépendantes et suivant la meme densité f (variables i.i.d) d’espérance
et d'écart-type o. Soit la variable aléatoire somme

S=Xi+Xo+ -+ X,

Alors la densité de probabilité de la somme S converges vers la loi normale
N (np, no?) quand n tend vers I'infini :

lim f(s) = N(nu, no?)

n—oo

/\ Remarque : : Ici on parle de convergence en probabilité.
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Théoréme central limite

= Ceci montre donc I'importance que joue la loi normale pour approximer
la densité de données issues de I'accumulation de plusieurs phénomeénes
notamment physiques.

Ce théoréme peut aussi se formuler ainsi. Soit la variable aléatoire moyenne

X = § p— —Xl _'_ - + Xn 5
n n
et la variable aléatoire centrée réduite
S—np X—pu
oyn — a/yn’

On a donc la densité de Z converges vers la loi normale centrée réduite
quand n tend vers l'infini.

Z =
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Couple de variables aléatoires gaussiennes |

Considérons deux variables aléatoires réelles X et Y. La densité jointe fx y

du couple (X, Y) est dite normale (gaussienne) si elle prend la forme
suivante :

1
X
2moxoy(l — p?)1/2

oot (F52) bl ()

avec oietop > 0 et p € [—1,1]. On montre que X ~ N (ux,0%) et
Y ~ N(uy,0%) et que p est le coefficient de corrélation entre X et Y.

fxy(x,y) =

Une corrélation nulle (décorrélation) implique I'indépendance quand les
variables aléatoires sont gaussiennes.
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Couple de variables aléatoires gaussiennes |l

Démonstration.

Soit p = 0 dans I'équation (52). On a la densité jointe de (X, Y est donnée

par

fx,v(x,¥)

fx(x)fr (y)
]
.
qui est |é résultat recherché.
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Vecteurs aléatoires gaussiens

Definition

Un vecteur aléatoire X = (X1,...,Xy4)" est dit gaussien si, pour tout

u € RY, la variable aléatoire réelle u” X est une variable aléatoire
gaussienne. C'est a dire si toute combinaison linéaire de ses composantes
est une variable gaussienne.

Loi normale multidimensionnelle

La loi normale multidimensionnelle représente la distribution d'un vect. a.
gaussien. Soit X un vect. a. gaussien de dimension d. On appelle loi
normale multidimensionnelle d'espérance u et de matrice de covariance X
la densité de probabilité f : RY — Rt définie par :

f (x) = W on (50— W E - w). (52)

|X| étant le déterminant de X.
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Vecteurs aléatoires gaussiens

La loi normale multidimensionnelle se note habituellement N'(u, X).

Distance de Mahalanobis

Le terme présent dans I'exponentielle dans (52) (x — p) " £~ (x — ) est
le carré de la distance de Mahalanobis. Cette derniére est en effet
donnée par

Vo= = (- )

Faicel Chamroukhi (UTLN/LSIS) Statistique inférentielle 2014/2015 61 / 159



Représentations graphiques

Loi normale multidimensionnelle

Gaussienne en 2D
4 T T T T T T T

x2

-3r . 7

Y3 2 4 0 1 2 3 4
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Repr. graphiques :

Loi normale multidimensionnelle

contours de f(x) = N(0, I)
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Vecteurs aléatoires gaussiens

Soit X = (X1,...,X4)" un vecteur aléatoire gaussien de dimension d
suivant la loi M(p, X), on a:

Queqlues Propriétés

o |'espérance et la matrice de covariance de X sont respectivement
E[X] = p et Cov(X) =X,

o les variables aléatoires Xi, ..., Xy sont indépendantes si et seulement
si la matrice de covariance est diagonale,

@ Tout sous-vecteur d'un vecteur aléatoire gaussien suit une loi normale.
En particulier, ses composantes sont toutes gaussiennes,

@ Si A est un matrice constante de dimensions [n x d] et b un vecteur
constant dans RY, alors la densité du vecteur aléatoire Y = AX + b

(de dimension [n x d] est la loi normale de n dimensions suivante
N(Ap +b,AZAT).
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Estimation de paramétres

@ Introduction
o Critéres de qualité pour les estimateurs

o Méthodes d’estimation
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Estimation de paramétres

Pour étudier et caractériser un phénoméne physique, naturel ou autre =
e.g., adoption d'un modéle probabiliste paramétrique représenté par une
fonction de densité de probabilité f(x; ) (ou une fonction de masse de

probabilité P(x;0) dans le cas discret).

= L'explication de ce phénoméne nécessite |'estimation de ce modéle
probabiliste & partir des données que |'on a observées (I'échantillon que I'on
a a notre disposition).

= Ceci consiste donc a estimer le(s) paramétre(s) 6 de ce modéle a partir
des données observées (xi,...,xy) (i.i.d dans le cadre de ce cours.)

Nous considérerons d'abord le cas d'un seul paramétre 0 a estimer pour

plus de clarté et simplicité et notons par f(x; 6) la densité ayant § comme
vrai paramétre mais qui est inconnu et que I'on cherche a estimer.
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Estimation de paramétres

Définition d'un estimateur

Le probléme d'estimation de paramétres est donc celui de déterminer une
fonction appropriée des données (xi, ..., X,), que nous noterons
h(x1,...,%n) qui donne la “meilleure" estimation de 6 au sens de critéres
d'optimalité que nous verrons.
Nous avons donc A

0 = h(x1,...,xn)

et plus généralement, sous forme de variable aléatoire (car en effet pour des
nouvelles réalisation des X, la valeur de 6 change) :

6 = h(X,...,Xn).

Cette statistique a déterminer s'appelle un estimateur.
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Critéres de qualité pour les estimateurs

@ Ce sont des critéres selon lesquels la qualité d'une estimation peut étre
évaluée.

o Ces critéres définissent en général des propriétés souhaitables pour un
estimateur et fournissent un guide par lequel la qualité d'un estimateur
peut &tre comparée a celle d'un autre.

— Notre objectif est de déterminer un estimateur © = h(X1,...,X,) de 6.

= Des propriétés comme la moyenne, la variance ou la distribution
fournissent une mesure de qualité pour cet estimateur.
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Critéres de qualité pour les estimateurs

@ Ce sont des critéres selon lesquels la qualité d'une estimation peut étre
évaluée.

o Ces critéres définissent en général des propriétés souhaitables pour un
estimateur et fournissent un guide par lequel la qualité d'un estimateur
peut &tre comparée a celle d'un autre.

— Notre objectif est de déterminer un estimateur © = h(X1,...,X,) de 6.

= Des propriétés comme la moyenne, la variance ou la distribution
fournissent une mesure de qualité pour cet estimateur.

Estimateur vs Estimation

Une fois nous avons observé un échantillon de valeurs (xg,...,x,), la
valeur de 'estimateur 6 = h(xi, ..., x,) qui est une valeur numérique, est
appelé estimation du paramétre 6.
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Absence de biais

Définition : Absence de biais

Un estimateur © de 6 est dis sans biais si

E[6] = 6, (53)

= en moyenne, on espére que © est égal a la valeur du vrai paramétre 6.
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Absence de biais

Définition : Absence de biais

Un estimateur © de 6 est dis sans biais si

E[6] = 6, (53)

= en moyenne, on espére que O est égal a la valeur du vrai paramétre 6.

/\ Remarque : Il est naturel que, si O est a qualifier comme un bon
estimateur de 6 , non seulement sa moyenne doit é&tre trés proche du vrai
paramétre 6 mais aussi il faudrait qu'il y ait une grande probabilité que
toute valeur 6 soit trés proche de 6.

= Cela revient a sélectionner un estimateur de facon a ce que non
seulement il soit sans biais mais aussi sa variance soit la plus petite possible.
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Variance minimale
Définition Variance minimale

Soit © un estimateur sans biais de 6. Il est dit a variance minimale pour 6
si, pour tout autre estimateur sans biais ©* de 6, a partir du méme
échantillon, on a :

var(©) < var(©*). (54)
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Variance minimale
Définition Variance minimale
Soit © un estimateur sans biais de 6. Il est dit a variance minimale pour 6

si, pour tout autre estimateur sans biais ©* de 6, a partir du méme
échantillon, on a :

var(©) < var(©*). (54)

= Etant donné deux estimateurs sans biais pour un paramétre donné, celui
ayant la variance plus faible est préférable, car une plus petite variance
implique que les estimations ont tendance a &tre plus proche de sa
moyenne qui est la valeur du vrai paramétre.

4
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Variance minimale
Définition Variance minimale

Soit © un estimateur sans biais de 6. Il est dit a variance minimale pour 6
si, pour tout autre estimateur sans biais ©* de 6, a partir du méme
échantillon, on a :

var(©) < var(©*). (54)

v

= Etant donné deux estimateurs sans biais pour un paramétre donné, celui
ayant la variance plus faible est préférable, car une plus petite variance
implique que les estimations ont tendance a &tre plus proche de sa
moyenne qui est la valeur du vrai paramétre.

= La question qui se pose donc est, étant donné un échantillon & partir
duquel on construit plusieurs estimateurs sans biais, le quel parmi tout ces
estimateurs qui a la variance minimale ? = Théoréme : Borne de
Cramer-Rao

Faicel Chamroukhi (UTLN/LSIS) Statistique inférentielle 2014/2015 70 / 159



Variance minimale : Borne de Cramer-Rao
Theorem (Borne de Cramer-Rao (Cramer-Rao Lower Bound (CRLB)))

Soit (X1, ..., Xn) un échantillon de v.a issues d'une population de densité
f(x; 0) ot 0 est le paramétre inconnu, et soit © = h(Xi,...,X,) un
estimateur sans biais pour 0. La variance de © satisfait I'inégalité suivante

/\ Remarque : si I'espérance et la dérivée existent. Un résultat analogue
avec p(X; @) en remplagant f(X;0) est obtenue lorsque X est discréte.

var(©) >

= Cette inéquation fournit donc une borne inférieure de la variance de
n'importe quel estimateur sans biais.
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Variance minimale : Borne de Cramer-Rao
Information de Fisher

o aln F(X:0)\° . : :
La quantité nE <T’> s'appelle I'information de Fisher contenue
dans un échantillon de taille n et se note Z,(0).
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Variance minimale : Borne de Cramer-Rao
Information de Fisher

o Al F(X:0)\2 s : :
La quantité nE (T) s'appelle I'information de Fisher contenue
dans un échantillon de taille n et se note Z,(0).

Borne de Cramer-Rao et Information de Flsher
La borne inférieure de Cramér-Rao alors se définie aussi par :

var(©) > (56)

Zn(0)

et énonce donc que I'inverse de I'information de Fisher, Z,(6), d'un
paramétre 6, est une borne inférieure de la variance d'un estimateur sans
biais de ce paramétre.

/\ Remarque : En anglais, la borne inférieure de Cramér-Rao s'appelle
Cramér-Rao Lower Bound abréviée par CRLB.
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Variance minimale : Borne de Cramér-Rao

Deuxiéme forme opérationnelle. Si le modéle est régulier, I'espérance
2] 71 . -1
{E (%W) } dans (55) est équivalente a — [E (Wﬂ :

= L'inégalité de Cramér-Rao peut également étre alors mise sous la forme :

CRLB : deuxiéme forme opérationnelle

var(8) > — [nE (%)] - : (57)

= Cette expression alternative souvent offre des avantages de point de vue
calcul.

/\ Remarque : : ces résultats concernent le cas d'un seul paramétre 6

= Le résultat peut &tre facilement étendu au cas de plusieurs paramétres.
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Variance minimale : Borne de Cramér-Rao

Cas de plusieurs paramétres : Soit 8 = (61,--- ,0,)7 (m < n) le
vecteur des paramétres inconnus du modéle (la densité) f(x; 61, - ,0m)
pour lequel on cherche un estimateur ® = (8y,--- ,6,,)7.
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Variance minimale : Borne de Cramér—Rao

Cas de plusieurs paramétres : Soit @ = (61,--- ,0,)7 (m < )
vecteur des paramétres inconnus du modéle (la den5|t ) (x 61,
pour lequel on cherche un estimateur © = (@1, , m)

Borne de Cramér-Rao pour un vecteur paramétre

+0m)

L'inégalité de Cramér-Rao, pour le cas de paramétres multiples, est de la

forme
A~ 1
cov(®) > — pat (58)

ou le terme général de la matrice d'information de Fisher A est donné par :

Ay = A(6.0) = E Kamg(e)ice)) <a|ng(6j<;o)>} =1 .m

= On a donc remplacé I'information de Fisher par la matrice A qui est la
matrice d'information de Fisher.
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Variance minimale : Borne de Cramér-Rao

Transformée de la CRLB :
La CRLB peut étre transformée sous une transformation du paramétre.

Supposons que, au lieu de 6, on s'intéresse & ¢ = g(f) qui est une
transformation un-a-un et différentiable par rapport a 6 ; alors

CRLB pour var(®) = {di’(&mr X <CRLB pourvar(é)> (60)

ol @ est un estimateur sans biais pour ¢.
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Efficacité d'un estimateur
Définition : Efficacité d'un estimateur
Etant donné un estimateur sans biais © de 6, le rapport de sa CRLB par sa

variance est appelé |'efficacité de ©

CRLB pour var(0)
var(©)

&(©)
(61)

= L'efficacité d'un estimateur sans biais est ainsi inférieure ou égale a 1.

Estimateur efficace
Un estimateur sans biais ayant une efficacité égale a 1 est dit efficace.
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Efficacité d'un estimateur
Définition : Efficacité d'un estimateur

Etant donné un estimateur sans biais © de 6, le rapport de sa CRLB par sa
variance est appelé |'efficacité de ©

e(6) = CRLBpouivar(@)
var(©)

(61)

= |'efficacité d'un estimateur sans biais est ainsi inférieure ou égale a 1.

Estimateur efficace
Un estimateur sans biais ayant une efficacité égale a 1 est dit efficace.

On souhaite aussi, en augmentant la taille de I'échantillon, pouvoir
diminuer I'erreur d'estimation = on parle de convergence
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Consistance (ou convergence) d'un estimateur

Définition : Consistance (ou convergence) d’'un estimateur

Un estimateur © est dit consistant (on dit aussi convergent) pour 6 si,

lim P& -0 >€¢)=0 Ve>0. (62)

n—00

= Convergence en probabilité

= La probabilité de s'éloigner de la vraie valeur du paramétre de plus de €
tend vers 0 quand la taille de I'échantillon n augmente.

= L'estimateur donc converge vers la valeur a estimer quand la taille de
I'échantillon tends vers l'infini (asymptotiquement).
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Consistance (ou convergence) d'un estimateur

Propriété

Un estimateur sans biais et de variance asymptotiquement nulle est

convergent.

Soit © un estimateur pour 6 sur un échantillon de taille n. Alors, si

lim E[6] =6, et lim var[6] =0, (63)
n—oo

n—o0

I'estimateur © est dit consistant pour 6.
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Suffisance d'un estimateur
Statistique suffisante (exhaustive)

Soit X un vecteur i.i.d. de taille n. Soit 8 un paramétre de la loi de
probabilité des X;. Une statistique T(X) est dite exhaustive pour le
paramétre 6 (on dit aussi suffisante) si la probabilité conditionnelle
d'observer X sachant T(X) est indépendante de 6 :

P(X = x| T(X) = 5,0) = P(X = x| T(X) = s), (64)

v

En pratique on se sert peu de cette formule pour montrer qu'une
statistique est exhaustive et on préfére utiliser le critére de factorisation
suivant (appelé critére de Fisher-Neyman) :

Statistique suffisante (exhaustive) et critére de Fisher-Neyman

Soit fy(x) la densité de probabilité du vecteur aléatoire X. Une statistique
S est exhaustive si et seulement s'il existe deux fonctions u et v telles que :

fo(x) = u(x) v(0, T(x))
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Suffisance d'un estimateur

Définition : Estimateur suffisant

Soit (X1, X2, -+, Xp) un échantillon i.i.d. de X de distribution a
paramétre 6. Si Y = T (X1, Xa,---, X;) est une statistique telle que, pour
toute autre statistique Z = u(X1, Xa, -+, X,), la distribution
conditionnelle de Z, étant donné Y = y, ne dépend pas de 0, ¢.a.d

P(Z=zY =y,0) =P(Z =2|Y =)

alors Y est appelée une statistique exhaustive (suffisante) pour 6. Si
I'on a également E[Y] = 6, alors Y est dit un estimateur suffisant pour 6.

= la définition de la suffisance dit que, si Y est une statistique suffisante
pour @, toute I'information de I'échantillon concernant 6 est contenue dans
Y.
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Suffisance et critére de factorisation de Fisher-Neyman

Si une statistique suffisante pour un paramétre 6 existe, le théoréme 81
suivant, fournit un moyen de la trouver.

Critére de factorisation de Fisher-Neyman

Soit Y = T(Xi,..., Xp) une statistique basée sur un échantillon i.i.d de
taille n. Alors Y est une statistique exhaustive pour 6 si et seulement si la
densité jointe des X; peut &tre factorisée selon la forme :

FOa, s xni0) = [ F(xi0) = u(TCxa, -, Xn), 0) vixa, .., n). (65)
i=1
Dans le cas discret on a :

P(xt, . oxni0) = [ P(i:0) = v(T(xa, ..o ), 0) v(xa, ... xn). (66)
=1

o
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Suffisance et critére de factorisation de Fisher-Neyman

Le résultat précédent peut étre étendu au cas de paramétres multiples.

Soit @ = (01,--- ,0m)", m < n le vecteur paramétre. Alors
Yi=T(Xy, .o, Xn), ..., Yo =T(X1,...,X,), r > m est un ensemble de
statistique suffisantes pour 6 si et seulement si

FOx, X 0) = [[ F(xi:0) = u(T(xa, .., xa), 0) v(xt, . xn). (67)
i=1

avec T =(Ty,...,T,)".

L'expression dans le cas discret est similaire.
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Méthodes d'estimation |

Il existe plusieurs méthodes d’estimation de paramétres, notamment
estimation ponctuelle comme la méthode des moments, la méthode du
maximum de vraisemblance, la méthode du maximum a posteriori ou la
méthode d'estimation par intervalle.

@ L'estimation d'un paramétre quelconque 0 est ponctuelle si |'on
associe une seule valeur a |'estimateur a partir des données observées
sur un échantillon aléatoire.

@ L'estimation par intervalle associe quant a elle & un échantillon
aléatoire, un intervalle [0, 6] qui recouvre 6 avec une certaine
probabilité.

Dans ce cours, nous verrons en particulier les méthodes du maximum de
vraisemblance (et moindres carées) (estimation ponctuelle) pour leur usage
trés commun en estimation de modéles probabilistes et |'estimation par
intervalle de confiance
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Méthode du maximum de vraisemblance (Maximum

Likelihood)

@ Définition de la fonction de vraisemblance
@ Maximum de vraisemblance
@ Propriétés

o Cas gaussien
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Méthode du maximum de vraisemblance |

Introduction
Introduite par le statisticien Fischer en 1922
la méthode du maximum de vraisemblance est devenue la méthode

générale la plus importante de I'estimation d'un point de vue théorique.

Son plus grand atout réside dans le fait que certaines propriétés trés
générale associées a cette procédure peuvent étre dérivées et, dans le cas de
grands échantillons, ce sont des propriétés optimales en fonction des critéres
d'absence de biais, de variance minimale, de consistance et d'efficacité.
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Fonction de vraisemblance
Définition : Fonction de vraisemblance

Soit f(x; #) la densité de probabilité d'une v.a X a densité ot 6 est le
paramétre (vrai paramétre) a estimer (Nous prenons ici le cas simple d'un
seul paramétre). Soit x = (x1, ..., xn) un échantillon d'observations des
variables aléatoires (X1, ..., X,). La vraisemblance du paramétre 6 pour
I'échantillon x est donnée par la densité jointe de x et se note ainsi :

L(6;x) = L(0;x1,...,xn) = f(x1,...,%n; 0). (68)1
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Fonction de vraisemblance

Définition : Fonction de vraisemblance

Soit f(x; #) la densité de probabilité d'une v.a X a densité ot 6 est le
paramétre (vrai paramétre) a estimer (Nous prenons ici le cas simple d'un
seul paramétre). Soit x = (x1, ..., xn) un échantillon d'observations des
variables aléatoires (X1, ..., X,). La vraisemblance du paramétre 6 pour
I'échantillon x est donnée par la densité jointe de x et se note ainsi :

L(6;x) = L(0;x1,...,xn) = f(x1,...,%n; 0). (68)1

Vraisemblance pour un échantillon /i.i.d.

Pour le cas i.i.d., la fonction de vraisemblance est donnée par
L(6:x) = L(0;x1, ..., xn) = f(x1;0)f(x2:0) - f(xn; 0)

= H f(xi; 0). (69)
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Fonction de vraisemblance

Dans le cas ou les X; sont des v.a discrétes, on a
L(0;x) = P(x1;0)P(x2;0) - P(xn; 0)

= H P(x;; 0). (70)
i=1

/\ Remarque : On peut aussi rencontrer la notation L(#) de la
vraisemblance de 6 au lieu de L(€; xi, ..., x,) (notamment dans ce cours :)

).

— pour des valeurs d'échantillon données, la fonction de vraisemblance est
seulement fonction du paramétre 6.
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Maximum de vraisemblance

Définition ;: Définition du maximum de vraisemblance

Maximum de vraisemblance. L'estimation de 6 par la méthode du
maximum de vraisemblance consiste a choisir, comme estimation de 0, la
valeur de 6 qui maximise la fonction de vraisemblance L(0).

En effet, en choisissant une valeur de 6 qui maximise L (ou InL), cela
revient a dire que, parmi les valeurs possible de 6, nous prenons la valeur
qui rend le plus probable que possible I'événement que les les valeurs de
I'échantillon observé (xi, ..., x,) viennent de la population de densité
f(x;0).
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Maximum de vraisemblance : Cas d'un seul paramétre 6

maximum(s) d'une fonction

Mathématiquement, le maximum d'une fonction L(6) correspond a la
valeur de 6 pour laquelle la dérivée de L par rapport a 6 est nulle :

d L(0)

46

qui permet d'identifier les extrema de L(#) (mais ne permet pas de savoir
lesquels parmi ces extrema sont des maxima (que nous recherchons) ou
bien des minima (qui ne nous intéressent pas). Il faut donc, aprés que les
solutions de |'équation aient été trouvées, sélectionner celles qui
correspondent & des maxima. Un maximum vérifie la dérivée seconde par
rapport a 0 est négative :

d? L()

<0
d%0
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Maximum de vraisemblance : Cas d'un seul paramétre 6

Estimateur du Maximum de vraisemblance (MV)

L' estimateur du maximum de vraisemblance (MV) de 6, noté @, a partir des

valeurs de I'échantillon (xi, - - , x,) peut étre déterminé a partir de
dL(6;x1,...,xn)
10 lo—g = 0. (71)
d? L(0; x1, . .., xn)
20 lg—5 <O (72)

il faut donc sélectionner parmi les solutions de la premiére équation celles
qui vérifient cette deuxiéme équation.
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Maximum de vraisemblance

/A Remarque :

Bien que la plupart des vraisemblances soient différentiables, les solutions
de I'équation de vraisemblance (71) ne s'expriment pas toujours par des
formes analytiques.

= On a souvent recours a des méthodes d'optimisations numériques pour
identifier les maxima de la fonction de vraisemblance (par exemple comme
en régression Logistique, mélange de densités, modéles de Markov cachés,
etc)

= par exemple la montée de gradient, I'algorithme de Newton Raphson,
I'algorithme EM, etc.

Faicel Chamroukhi (UTLN/LSIS) Statistique inférentielle 2014/2015 91 / 159



Maximum de vraisemblance

le logarithme est une fonction monotone et la fonction de vraisemblance
étant positive

= la fonction de vraisemblance atteint donc son maximum pour la méme
valeur que son logarithme

Fonction de log-vraisemblance

Maximiser la fonction de vraisemblance revient & maximiser son logarithme.
Le logarithme de la fonction de vraisemblance s'appelle log-vraisemblance.

v

Manipuler le log de la fonction de vraisemblance au lieu de la vraisemblance
elle méme vient aussi du fait que, comme cette derniére s'écrit souvent
comme produit de densités (de probabilités dans le cas discrets), cela peut
résulter en des valeurs trés faibles qui peuvent dans certains cas dépasser la
précision de calculateurs. Ainsi, traiter des logarithmes revient plutét a
sommer et donc d'éviter des problémes numériques.

v
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Maximum de vraisemblance

L'équation de vraisemblance devient donc :

dInL(0; x1,...,xn)
dé

lp—p = O. (73)

Dans le cas ol cette fonction est concave et admet donc une seule racine,
I'estimateur du maximum de vraisemblance correspond a cette racine et on
parle de maximum global.

Cependant, la fonction de vraisemblance peut avoir plus d'un maximum
(maxima). Dans ce cas, on parle de maxima locaux

A\ Remarque : (lorsque tous les maxima ont été identifiés, seul le plus
grand d’entre-eux doit &tre retenu).
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Maximum de vraisemblance : Vraisemblance multivariée |

Plusieurs densités admettent plus d’un paramétre. Par exemple I'estimation

d'une densité normale monodimensionnelle nécessite I'estimation de la

moyenne 1 et de la variance o2.

Fonction de log-vraisemblance :
InL(O1,...,0m;x1,. .., %n)

et les estimateurs de MV de 0, j = 1,--- , m, sont obtenus en résolvant
simultanément le systéme d'équations de vraisemblance

d|nL(91,...,Hm;xl,...,x,,)’

46, g,—6; = 0 pourj=1,....m  (74)
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Maximum de vraisemblance : Vraisemblance multivariée |l

et comme pour le cas univarié, mais dans ce cas multivarié c'est plus
complexe, il faut en plus que au moins une des dérivées partielles secondes
de L soit strictement négative pour au moins un j

d?In L(@l,...,Hm;xl,...,x,,)|

_5 <0 pour au moins unj
d2 0_] 0;=0

J

et le déterminant de la matrice des dérivées partielles secondes de L soit
strictement positif :

d?InL(01,...,0mx1,. .., Xn)

>0
d*6; 5

Cette derniére condition est en général difficile & vérifier, méme dans les cas
simples.
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Propriétés du maximum de vraisemblance

Soit 6 la valeur de I'estimateur du maximum de vraisemblance © de ¢
estimée 3 partir de |'échantillon (x1,--- , x,) de taille n

Convergence

L’estimateur obtenu par la méthode du maximum de vraisemblance est
convergent : limpoo P(|©, — 0] >€¢) =0  Ve>0.

Absence de biais et efficacité asymptotiques

Quand n tend vers l'infini on a :

lim E[6] =6 : asymptotiquement sans biais (75)
n—o0
lim var[©] = . CRLB : asymptotiquement effica
= = = : [
n—o00 E [<8f(X;0)>2] Zn(0) J
n 06

Des résultats analogues sont obtenus lorsque X est une v.a. discréte.
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Propriétés du maximum de vraisemblance

Normalité asymptotique

La distribution de © tend vers une distribution normale lorsque n devient
grand. L'EMV est donc asymptotiquement normal.

NACE) ﬁ N(0,Z,(6) 7). (76)

Invariance

On peut montrer que, si © est 'EMV de 6, alors I'EMV d'une fonction
bijective différentiable de 6, soit g(6), est g(©).

= Cette importante propriété d'invariance implique que, par exemple, si &
est 'EMV de I'écart type o pour une distribution donnée, alors I'EMV de la
variance o2 est 52.
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Maximum de vraisemblance dans le cas Gaussien

Soit (X1, ...,X,) un échantillon de variables aléatoires réelles issues d'une
population de densité normale A/ (u, 0?), alors

.. v 1 n ) . ..
© la moyenne empirique X = - >, X; est un estimateur sans biais de
I'espérance 1

@ la variance empirique corrigée 5% = n£1 ST (X — Xi)? est un

estimateur sans biais de la variance o2

et on a

2
X ~ NpZ)
—1)8?
(n 0_2) ~ X%fl
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Loi de student

Soit Z une v.a de loi normale centrée et réduite et soit Uune v.a
indépendante de Z et distribuée suivant la loi du x? a n degrés de liberté.

Par définition la variable >

- Vv U/n

suit une loi de Student a n degrés de liberté.

Loi du x?
Soient Xi, ..., Xy, nv.a. indépendantes suivant des lois normales de
moyennes respectlves ;i et d'écart-type o;; v,=%i=i leurs variables

centrées et réduites, alors par définition la varlable X , telle que

S22

i=1

suit une loi du 2 a n degrés de liberté.
v
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Maximum de vraisemblance dans le cas Gaussien

On peut donc remarquer que M suit une loi de student de paramétre
n—1.

Cela vient du fait que (X — p) ~ N(0, U—:) donc M ~N(0,1) et
comme S? suit une loi de X2, en remplagant o par son estimateur S on a

alors la loi de student t,_1.
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Méthode des Moindres Carrées (Least Squares)

@ Définition des Moindres Carrés
@ Moindres Carrés

@ Propriétés de I'estimateur des moindres carrés
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Méthode des Moindres Carrées |

La méthode des moindres carrés consiste a estimer les paramétres d'un
modéle en minimisant les écarts quadratiques entre les données observées,
d'une part, et leurs valeurs attendues, d'autre part

Trés utilisée notamment en régression oul |I'on cherche a expliquer la
variation d'une variable de sortie (expliquée) Y, par la variation d'une
variable d'entrée (explicative, covariable) X

Compte tenu de la valeur de X, la meilleure prédiction de Y (en termes
d'erreur quadratique) est |'espérance (X) de Y sachant X.

On dit que Y est une fonction de X plus un bruit (erreur) :
Y=f(X)+E (77)

f est appelée la fonction de régression, et E est un bruit souvent supposé
d'espérance nulle.
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Méthode des Moindres Carrées ||

L'estimateur des MC a des propriétés optimales d'absence de biais, de
variance minimale (sous certaines conditions)
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Critére des moindres carrés

Soit le modéle
Yi = f(X;) + Ei (78)

La fonction f est a estimer a partir d’un échantillon des couples de
covariables X; et leur réponses Y; : ((x1,¥1), -, (Xn, ¥n))

Cette estimation est effectuée en minimisant la somme des écarts (erreurs)
quadratiques

Définition : Critéres des moindres carrés

L'erreur quadratique est donnée par la somme des carrés des résidus
(Residual Sum of Squares (RSS)) :

RSS =D e => (i —f(x)). (79)

i=1
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Moindres Carrés
Erreur quadratique dans le cas d'une fonction paramétrique

Soit f(x; #) une fonction de paramétre 6 a estimer. La somme des écarts
qudratique dans ce cas est donnée par

n

RSS(8) =D (vi — F(xii0))°. (80)

i=1
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Moindres Carrés

Erreur quadratique dans le cas d'une fonction paramétrique

Soit f(x; #) une fonction de paramétre 6 a estimer. La somme des écarts
qudratique dans ce cas est donnée par

n

RSS(8) =D (vi — F(xii0))°. (80)

i=1

v

Définition : Définition de I'estimateur des moindres carrés

L'estimation de 6 par la méthode des moindres carrés consiste a choisir,
comme estimation de 6, la valeur de 6 qui minimise la fonction RSS(6).

0 =arg mgin RSS(0) (81)

y

En effet, en choisissant une valeur de 6 qui minimise RSS(#), cela revient a
dire que, parmi les valeurs possible de 6, nous prenons la valeur qui
correspond & une erreur minimale que les réponses y s'écartent de f(x; 0)
pour |'échantillon observé ((x1,y1),- -, (Xn, ¥n))-
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Moindres carrés : Cas d'un seul paramétre 0
Estimateur des moindres carrés (MC)

L' estimateur de moindres carrés (MC) de 6, noté 6, a partir des valeurs de

I'echantillon ((x1,y1), -, (Xn, ¥n)) peut étre déterminé a partir de
d RSS(0)

qui permet d'identifier les extrema de RSS(#). Il faut donc, aprés que les
solutions de |'équation aient été trouvées, sélectionner celles qui
correspondent 3 des minima. Un minimum vérifie

d? RSS(6
), >0 @)

il faut donc sélectionner parmi les solutions de la premiére équation celles
qui vérifient cette deuxiéme équation.
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Moindres Carrés
/\ Remarque :

Bien que la plupart des critéres d'EQ soient différentiables, la minimisation
du critére des MC ne s'effectue pas toujours de facon analytique

= On a souvent recours a des méthodes d'optimisations numériques (par
exemple comme en réseau de neurones, etc)

= la descente de gradient, I'algorithme de Newton Raphson, etc

Dans le cas ol la fonction d'erreur est convexe, |'estimateur du Moindres
Carrés fournit le minimum global. Cependant, dans beaucoup de problémes
réels, la fonction d'erreur n'est pas convexe et I'on a un minimum local ;
atteindre le minimum global n'est pas toujours garanti

Des procédures algorithmiques existent (plusieurs initialisations, etc) et
peuvent permettre d'atteindre un “bon” minimum local
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Moindres Carrés : cas de paramétres multiples |

Dans le cas d'un paramétre multiple @ = (601, . ..,0),le critére d'erreur est
donné par

RSS(0) = RSS(61,...,0m)
Les estimateurs de MC de 6;,j = 1,--- , m, sont obtenus en résolvant
simultanément le systéme d'équations suivant
ORSS(0)

o, |9j:éj:O pourj=1,...,m (84)
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Propriétés de |'estimateur des moindres carrés

Soit @ la valeur de I'estimateur des Moindres Carrés © de 0 estimée a partir
de I'échantillon ((x1,y1),- -+, (x1,yn)) de taille n

Absence de biais

Si I'on suppose que les erreurs (le bruit) sont d'espérance nulle (E[E;] = 0),
I'estimateur des MC est sans bias
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Propriétés de |'estimateur des moindres carrés

Soit @ la valeur de I'estimateur des Moindres Carrés © de 6 estimée a partir
de I'échantillon ((x1,y1),- -+, (x1,yn)) de taille n

Absence de biais

Si I'on suppose que les erreurs (le bruit) sont d'espérance nulle (E[E;] = 0),
I'estimateur des MC est sans bias

v

variance minimale

Si les erreurs sont d'espérance nulle (E[E;] = 0) et homoscédastiques
décorrélées (E[E;" E;] = 021) L'EMC est alors a variance minimale

= efficace et est donc le meilleur estimateur sans biais

Ces propriétés sont valables quelle que soit la distribution des erreurs.
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Propriétés de |'estimateur des moindres carrés

Soit @ la valeur de I'estimateur des Moindres Carrés © de 6 estimée a partir
de I'échantillon ((x1,y1),- -+, (x1,yn)) de taille n

Absence de biais

Si I'on suppose que les erreurs (le bruit) sont d'espérance nulle (E[E;] = 0),
I'estimateur des MC est sans bias

v

variance minimale

Si les erreurs sont d'espérance nulle (E[E;] = 0) et homoscédastiques
décorrélées (E[E;" E;] = 021) L'EMC est alors a variance minimale

= efficace et est donc le meilleur estimateur sans biais

Ces propriétés sont valables quelle que soit la distribution des erreurs.

Si en plus on fait I'hypothése de normalité sur les erreurs (e; ~ N(0, a21)) :
Normalité J

La distribution de © est normale centrée sur le vrai paramétre 6
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Régression linéaire

@ Introduction
@ Le modéle linéaire simple
@ Estimation par moindres carrés

@ Formulation vectorielle
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Régression linéaire |

L'estimation de paramétres et |'évaluation de la qualité d'un estimateur
seront appliqués dans se chapitre & une famille de problémes trés connues
en statistique et estimation qui est celle de la régression simple et multiple.

Une situation qu'on rencontre couramment est celle dans laquelle une
variable aléatoire Y est fonction d'une ou plusieurs variables indépendantes
(déterministes) (x1, ..., Xm)-

Par exemple le prix d'un logement (Y') est une fonction de sa localisation
(x1) et de son age (x2);

la durée de vie d'un composant électronique (Y) peut étre liée a la

température (x1), la pression (x2), etc; la vitesse d'un automobiliste (Y)
en fonction du temps t, etc.
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Régression linéaire |l

Notons que les variables indépendantes est aussi appelées variables
explicatives car a travers elles on cherche a expliquer les variables Y qui
sont dites expliquées !

L'objectif est donc d'estimer “la relation" entre Y et les variables
indépendantes (xi, ..., xm) étant donnés un échantillon des couples
((x1, Y1), -+, (Xn, Yn)) des variables

(Y1,...,Ys) de la variable Y et les valeurs associées des variables
explicatives (x1,...,Xm), telle que x;, j = 1,..., m pour chaque valeurs
observée de Y;, i=1...,n.

1. En informatique et en particulier en machine learning (apprentissage), on trouve
aussi I'appellation entrées/sorties pour respectivement variables explicatives et expliquées.
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Le modele linéaire simple |

prenons le cas simple ot I'on suppose que Y ne dépend que d'une seule
variable explicative x et que cette relation est supposée linéaire. en d'autres
termes on a la relation suivante

Y = ﬂo + 51X + €, (85)
avec (Bo, 1) € R? sont les deux paramétres de la droite de régression, 3o

appelé ordonnée a I'origine (intercept) et (1 pente (slope). Ce sont les
coefficients de régression

€ est une variable aléatoire représentant un résidu (erreur de mesure).
En effet, ce modéle suppose que la variable expliquée que I'on observée

résulte du vrai modéle (ici le modéle linéaire représentée par la droite) et un
bruit (de mesure par exemple) ou tout autre type d'erreur.
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Le modele linéaire simple |

Le bruit est généralement supposé d'espérance nulle et de variance o2 et
décorrélé (cov(ej, €j)izj = 0).

Dans ce cas o2 devient également un paramétre du modéle et est donc
aussi a estimer.

Dans le cadre de ce cours, on va supposer que ce bruit est en plus
Gaussien. Il en découle donc qu'il est indépendant (les ¢; dont i.i.d).

Les deux paramétres (S, $1) sont inconnus et donc a estimer.

Cette estimation sera effectuée a partir d'un échantillon de couples
((Xla Yl)a ) (Xnv Yn)) 2

2. lci nous utilisons la notations (x;, Y;) vu que x est déterministe mais cela ne change
rien au modéle si X est aléatoire.
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Le modele linéaire simple |

Le modéle s’écrit donc sous la forme
Yi = Bo + Bixi + €;, (86)

ol ¢; est le bruit associée a la iéme variable aléatoire. Etant donnés donc
une réalisation (valeur) y; de chaque Y; et le résidu associé (réalisation de
la variable aléatoire représentant le bruit) que nous notons e; on obtient
alors :

yi = Bo + P1xi + e, (87)

Le modéle de régression linéaire est souvent estimé par la méthode des
moindres carrés

mais il existe aussi de nombreuses autres méthodes pour estimer ce modéle
(par exemple par maximum de vraisemblance ou encore par inférence
bayésienne (maximum a posteriori)).
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Le modele linéaire simple : Estimation par moindres carrés

La méthode des moindres carrés est une approche d'estimation ponctuelle
des paramétres de régression (Bo, 51).

fournit les estimations (/3p, 51) qui minimisent la somme des écarts
quadratiques entre les valeurs observées y; et |'espérance 5y + S1x; du
modéle de Y;.

D'apres (87), I'écart entre la valeur d'une observation et |'espérance du
modéle est

ei = yi — (Bo + B1xi).
La somme des carrés des résidus est donc donnée par

n

RSS(Bo, 1) = @ = Z e = Z (vi — (Bo + B1xi) )2- (88)
=

i=1

RSS(5, 51) est quadratique = minimisation analytique
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Le modele linéaire simple : Estimation par moindres carrés

Theorem

Considérons le modéle de régression simple donné par I'équation (85). Soit
((x1,¥1),- -, (Xn, ¥n)) un échantillon de valeurs observées de Y et leurs
veleurs associées de x. Alors les estimations des moindres carrées ordinaires
(MCO) de By et 1 sont données par :

A

0 =

y - b, (89)

n -1
[ —X)(yvi — 7)] [Z(x,- - ?)2] , (90)
i=1

ou X représente la moyenne empirique des x; et y la moyenne moyenne
empirique es y; et sont donnés par X = % St oxiety=13"y

Faicel Chamroukhi (UTLN/LSIS) Statistique inférentielle

2014/2015 117 / 159



Le modele linéaire simple : Estimation par moindres carrés

Preuve. Selon les MCO, les estimations o et (31 sont celles qui minimisent
la somme des carrées des résidus (88) par rapport a Bo et Bi.
Mathématiquement on note

— in R
(Bo, b1) arg (50,%1;)”@1&2 SS(Bo, f1)

n

= arg min Z (vi — (Bo + B1xi) )2' (91)

(Bo,B1)€R? i1

Nous aurons donc déterminé les estimations (S, 31). Ainsi, nous avons :

0Q 93y (vi— (Bo+Bix))

o 5 22 ~ (o + P1x)

0Q 90X, (vi—(Bo+Pixi))” _
B 951 —2fo = (Bo 1))
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Le modele linéaire simple : Estimation par moindres carrés

Ensuite, en annulant ces dérivés nous avons :
n n n
E%‘-E 50—ﬁ1§ xi = 0
i=1 i=1 i=1
n n n
o N )
E x;y;—ﬂo§ x;—51§ xi = 0-
i—1 i=1 i=1
ce qui donne les équations normales
n n
npo = E yi — B E X (92)
i=1 i=1

BoY xi+bBid = D xi (93)
i—1 i—1 i—1
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Le modele linéaire simple : Estimation par moindres carrés
© En divisant par n la premiére équation on obtient la valeur de 3,
1 ¢ 1
fo = ;ny—ﬁl (;Z&) =y — pix-
=1 i=1
© En remplacant 3y par sa valeur on obtient
n n n n
Soxiy =By xx+ by F = xyi,
i=1 i=1 i=1 i=1

ce qui donne enfin

B = D i1 XiYi = Doiy XiY _ > (i —X) (vi — ) ]
Do Xf = iy xiX S (x5 — %)
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Le modele linéaire simple : Estimation par moindres carrés

Il reste a vérifier si la dérivée partielle seconde de @ par rapport & au moins

I'un des paramétres est positive et que le déterminant de la matrice des
dérivées partielles secondes de @ est strictement positif

@ Ona

>’Q _ —29377 1 (vi = (Bo + Brxi))
9250 9Bo

0Bo
_22 > 0-
3/30
@ Le déterminant de la matrice des dérivées partielles secondes de @ est

92Q 92Q
52, 9Bedf1 | _ 2n 23X _ 2\2 .
det( 220 8"201) = det (QZ-X,' 22")(_2 f4nZ(x, X)*>0
9Po9B1 092B1 ! e

i

Notez que ce déterminant est nul si tous les x; prennent la méme valeur
=Au moins deux valeurs x; distinctes sont nécessaires pour la

ion S
Faicel Chamroukhl (UTLN/LSIS)
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Régression linéaire : Formulation vectorielle

maintenant nous reformulons le modéle que nous venons de voir sous forme
de vecteurs-matrices.

Comme nous allons le voir, les résultats sous la forme matricielle sont
obtenus a partir de calculs simples.

Cela permettra aussi de généraliser le modéle linéaire simple a des modéles
généraux notamment la régression multiple.

Soit (y1,...,yn) I'ensemble des valeurs observées de la variable dépendante
Y et (x1,...,xn) I'ensemble des valeurs observées de la variable explicative
X.

/\ Remarque : L'ensemble des couples ((x1,y1), ..., (xn, yn)) s'appelle
aussi ensemble d’apprentissage. Car c'est I'ensemble de données a partir
duquel on va estimer notre modéle (donc apprendre le modéle) pour
pouvoir ensuite prédire la valeur de Y pour une nouvelle valeur de x
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Régression linéaire : Formulation vectorielle
Selon le modele de régression linéaire simple on a

y1 = [Bo+ Bixt+ e,
y2 = [o+ fix2+ e,
Yn = /80 + /81Xi + e - (94)
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Régression linéaire : Formulation vectorielle
Selon le modele de régression linéaire simple on a

i = Po+ P+ e,
y2 = fo+ fixe+ e,
Yo = Bo+Pixi+en - (94)
Notons par
©y=(y1,...,yn)" le vecteur des valeurs d'observations de Y,
o e=(er...,e,)" le vecteur des valeurs des résidus

o B =(Bo,B1)" le vecteur des coefficients de régressions a estimer
e X la matrice de régression (matrice de design ou de Vendermonde)

1 X1
1 X2

X = :
1 x,
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Régression linéaire : Formulation vectorielle

le modéle (94) s'écrit donc sous la forme matricielle suivante :

Régression linéaire : Formulation vectorielle

y = XB+e- (95)

La somme des écarts quadratiques Y _7_; e? est maintenant donnée par :

Régression linéaire : Formulation vectorielle

RSS(B) =e"e = (y—XB) (y - XB) (96)
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Régression linéaire : Formulation vectorielle

L'estimation 3 par moindres carrés de 3 s'obtient en minimisant (96) qui
est une fonction quadratique en 3.

Ona:

o RSS(B) = (y—XB) (y—XB) =y y—y"XB-B"XTy+B"XTX3
o PP — XTy—XTy+2X"X3

o BB 0= oXTy+2XTXF=0

= les équations normales

XTXB=XTy- (97) |
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Régression linéaire : Formulation vectorielle

X™X8 = XTy
(X™X)IXTXB = (XTX)" !XTy
B = (XTX) X7y

= Estimateur des moindres carrés :

B=(XTx)"XTy. (98) |

Notez que I'inverse (X7 X)™! existe si les données comportent au moins
deux valeurs distinctes de x;.
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Estimation par intervalle

Estimation par intervalle

Intervalle de confiance

Calcul d’un intervalle de confiance

Loi normale : Intervalle de confiance sur u

Loi normale : Intervalle de confiance sur o2
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Estimation par intervalle |

Nous allons maintenant voir une autre approche d'estimation des
paramétres |'estimation par intervalle.

Lorsqu'on est intéressé non seulement par I'estimation en elle-méme mais
aussi par le niveau de confiance et la marge d’erreur, on effectue une
estimation par intervalle

L'estimation par intervalle fournit, a partir d'un échantillon d'une
population, non seulement des valeurs des paramétres a estimer, mais un
intervalle de valeurs centré sur la valeur numérique estimée du paramétre
inconnu avec un niveau de confiance donné.

Ce niveau de confiance représente la probabilité que le vrai paramétre se
trouve dans |'intervalle que I'on donne comme estimation.
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Estimation par intervalle |l

L'intervalle est appelé intervalle de confiance (IC) le niveau de confiance
est aussi appelé précision ou ccefficient de confiance.

Faicel Chamroukhi (UTLN/LSIS) Statistique inférentielle 2014/2015 129 / 159



Intervalle de confiance |
Définition : Intervalle de confiance

Soit (Xi,...,Xs) un échantillon de variables aléatoires issues d'une
population de densité f(x; 6), 6 étant le (vecteur) paramétre a estimer.
Supposons aussi que T1(X1,...,X,) et To(Xy,..., X,) deux statistiques
sur I'échantillon telle que T; < T». L'intervalle [Ty, T,] est dit intervalle de
confiance 4 100(1 — «)% pour 0 si

P(Ti<0<To)=1-a- (99)

<

« représente le risque que le vrai paramétre 6 ne soit pas dans cet intervalle
et 1 — « s’appelle niveau ou (ccefficient) de confiance. Une estimation par
intervalle de confiance sera donc d'autant meilleure que I'intervalle sera
petit pour un ceefficient de confiance grand (proche de 1) ou de maniére
équivalente pour un risque o proche de zéro.

Les valeurs généralement prises pour 1 — « sont 0.90, 0.95, 0.99, and 0.999.
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Intervalle de confiance Il

Les limites de l'intervalle T7 et T, sont appelés respectivement la limite
inférieure de confiance et limite supérieure de confiance.

/A Remarques

o L'intervalle de confiance est fonction de |'estimation du paramétre 6

o L'intervalle de confiance est également fonction de a. A taille
d'échantillon n fixée, lorsqu’on augmente le niveau de confiance 1 — ¢,
la largeur de I'Intervalle de Confiance (IC)

@ Pour un niveau de confiance 1 — « fixé, lorsqu’on augmente la taille de
I'échantillon n, la largeur de I'lC diminue.
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Intervalle de confiance Il

Soit a et b les bornes d'un intervalle de confiance I1C;_(0) pour le
paramétre § on a On a :

Pla<f<b)y=1—-a=Pl <a)+P(0>b) =« (100)

En posant @ = a1 + ap, il existe donc une infinité de choix possibles pour
a1 et ap, et donc de choix pour a et b et donc de I'lC. Pour |'instant, nous
ne considérons que le cas d'un intervalle de confiance bilatéral symétrique,
ol on a les mémes risques a; = az = 5

Notons que, connaissant la loi de I'estimateur, il est possible de donner un

intervalle de confiance. Ici nous considérons les intervalles de confiance les
plus classiques.
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Loi normale : Intervalle de confiance pour u avec o connu |

On a vu que X est le meilleur estimateur de p et que

U:‘/ﬁ(i_’“‘) ~ N(0,1)

(101)

En prenant des risques symétriques (5), pour un risque fixé, on peut donc

lire dans les tables de probabilités de la loi normale centrée réduite, le

quantile P(U < %)
/\ Remarque : Comme le risque est symétrique ici, on a donc
(8% «
PU>=-)=a-PU<L <)==
(U= =a-BU<5)=1

La notion de quantile est définie de la facon suivante :
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Loi normale : Intervalle de confiance pour p avec o connu |l
Definition

pour une variable aléatoire continue X, le quantile g, d'ordre a de la loi de
X est telle que

P(U<qa)=a (103)

fy(u)

Figure : Loi normale centrée réduite et IC a [100(1 — «)]%

Faicel Chamroukhi (UTLN/LSIS)
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Loi normale : Intervalle de confiance pour i avec o connu Il
/\ Remarque : la notation généralement utilisée pour les quantile est : u,

pour la loi normale, t, pour la loi de Student a n degrés de liberté, x7 pour
la loi X%, etc

Le risque étant symétrique, d'aprés (102) on a

P(-ug <U<ug)=1-a (104)
et d'aprés (101) on obtient

— o —
P(X—u§ﬁ§M§X+u

N|R

\2) —1-a (105)

d’ou I'intervalle de confiance sur p :

IC1a(p) = [)‘( - u%% , X+ us ”] (106)
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Loi normale

Intervalle de confiance pour i avec o connu IV

exemple pour a = 0.05

1Co05(1) = | X — 1. 96\/_ X +1. 96\/_ (107)

Faicel Chamroukhi (UTLN/LSIS)
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Loi normale : Intervalle de confiance pour i avec o inconnu |

1 . N .- )_(7
Pour calculer I'lC sur 1 on a vu que la statistique a utiliser est M
Or, comme la variance o2 est inconnue, on utilise a sa place son meilleur
. . . .. ., 2 1 n ) v \2
estimateur : la variance empirique corrigée 5 = =5 >, (X; — Xi)

La statistique a utiliser est donc

YR (108)

(n-1)8? 2
2

On sait que Z = ~— X1

la statistique (108) pour calculer I'IC s'écrit dont

T = LZ ~ Loi de Student a n-1 degrés de liberté (109)

n—1
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Loi normale : Intervalle de confiance pour u avec o inconnu

Soit t,_1,2 = P(T < %) le quantile d'ordre a/2 de la loi de Student a
72 .
n — 1 degrés de liberté.

N

2,22 e,

~tn, a2 b, a2

Figure : Loi de Student a n — 1 degrés de liberté et IC a [100(1 — «)]%
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Loi normale : Intervalle de confiance pour u avec o inconnu

L'intervalle de confiance est donc donné par
P(~ty 18 <T<t,1s)=1-a (110)

On obtient donc I'intervalle de confiance comme précédemment

s
o 1,\/_ X+ t,_ 7 (111)

ou t,_1,g est le quantile d’ordre /2 de la loi de Student & n — 1 degrés de
liberté

ICi—a(p) = |X -

/\ Remarque : Si la loi de X n'est pas normale, on sait d'aprés le théoréme
central limite que lorsque la taille d'échantillon est grande, X suit une loi
normale, et donc les résultats précédents sont applicables.
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Loi normale : Intervalle de confiance pour o lorsque 1 connu

: : fo /2 — LN _ 2 ;
On sait que la variance observée V' = =% " | (X; — p) constitue le
meilleur estimateur de o2 lorsque p est connue.

D’autre part :

D= %W ~ X2 (112)

Soit X%u% =P(D < %) le quantile d'ordre § de la loi de x? a n degrés de
liberte.

fo(d)

////

A \

2
Xni2) Xni-@2)

Figure : Loi de x2 & n degrés de liberté et IC & [100(1 — )]%
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Loi normale : Intervalle de confiance pour o lorsque 1 connu
[

I'lC1_o(0?) est donc donné par

P(X27<D:iv2<x2 7%):1—04

ng = 2 = An,1

donc

V2 V2
IC1_a(0?) = | —, < (113)
nl—% Xn,%
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Loi normale : Intervalle de confiance pour o lorsque u
inconnu |

lorsque 1 est inconnue, on sait que que la variance empirique corrigée
52 = L5 [ (X; — X)? constitue le meilleur estimateur de o2

On sait également que :

n—1

D=-—5"5"~xp1 (114)
I'lC1_o(0?) est donc donné par
2 n—1w 2
P Xn—l,% S D= 02 S S Xn—l,l—% =1—-«

donc
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Loi normale : Intervalle de confiance pour o lorsque u
inconnu |l

(n—1)S% (n—1)S?
» T2

2
Xn-11-2  Xp-1,2

IC1—a(0?) = (115)

/\ Remarque : Ces intervalles de confiance sur la variance ne sont valables
que pour une loi normale. Contrairement au cas de la moyenne, ces
résultats ne peuvent &tre étendus aux cas d'autres lois
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Tests d'hypothéses

@ Région de rejet d'un test
@ Erreurs associées a un test

@ Statistiques de test
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Tests d'hypothéses

Un test statistique est un procédé qui permet de décider entre deux ou
plusieurs hypothéses sur une population selon les résultats obtenus a partir
d'un échantillon de cette population.

Généralement, on teste une hypothése sur laquelle on se demande si les
données observées fournissent une évidence suffisante pour la rejeter, sinon
elle est retenue.

= Cette hypothése s'appelle |"hypothése nulle et se note Hp.
Par exemple, si le test concerne la valeur d'un paramétre 6, cette hypothése

nulle peut s'écrire
Ho : 6 € ©g (116)

ol ©g est I'ensemble de valeurs supposée du paramétre 6 selon Hy.
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Tests d'hypothéses

Toute autre hypothése qui différe de I'hypothése nulle s’appelle
I'hypothése alternative (ou contre-hypothése) qui se note Hj.
L'hypothése nulle est donc testée contre |'hypothése alternative.

Une hypothése est dite simple si elle ne contient qu'un seul élément, ce qui
est généralement le cas pour Hy : 6 = 6y ; sinon elle est composite.

L’hypothése alternative est généralement composite
Hi:0 €0, (117)

avec ©1 un sous ensemble de |'ensemble des paramétres disjoint de 6.
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Tests d'hypothéses

H; se raméne souvent aux trois cas suivants

°H1:9<00,
9H1:9>90,
9H1:97£00.

Dans les deux premiers cas, le test est dit unilatéral et dans le dernier le
test est dit bilatéral.
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Région de rejet d'un test et erreurs

Région de rejet d'un test

Soit X une variable aléatoire et X’ I'ensemble de ses valeurs. Le test
s'effectue en trouvant un sous-ensemble R C X" appelé la région de rejet.
Ainsi, si X € R, I'hypothése nulle (Hp) est rejetée, sinon, elle est retenue.
Cette région se définit sou la forme suivante

R={x:T(x)>s} (118)

ot T est une statistique de test et s un seuil.

= Le probléme en test d'hypothése est donc de trouver une statistique de
test convenable et une valeur convenable pour le seuil de rejet s
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Région de rejet d'un test et erreurs

Bien sur, en effectuant un test d'hypothéses, on peut se tromper en
rejetant I'hypothése nulle ou en I'acceptant.

I existe donc deux types d'erreur : I'erreur de premiére espéce (dite
aussi erreur de type |) et I'erreur de deuxiéme espéce (dite aussi erreur
de type I1).

Erreur de premiére espéce

L'erreur de premiére espéce correspond au cas ou |'on rejette Hp (décider
Hy) alors que celle-ci est vraie.

Erreur de deuxiéme espéce

L'erreur de deuxiéme espéce correspond quant a elle au cas ou I'on rejette
Hy (décider Hp) alors que celle-ci est vraie.
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Erreurs et risques suite a un test
Les décisions possibles sont récapitulées par le tableau suivant.

] Décision\ Vérité H Ho \ Hq
Ho décision correcte erreur de deuxiéme espéce
Hq erreur de premiére espéce décision correcte

Table : Récapitulatif des décisions en test d’hypothése
Pour chacune des deux erreurs, on associe un une probabilité (un risque).
Définition : risque de premiére espéce
Le risque de premiére espéce est notée a. Il représente le risque de rejeter

Ho a tort. Des valeurs de ce risque sont 1%, 5%, 10% qui correspondent
aux niveaux de confiance 99%, 95% et 90%.

Définition : risque de deuxiéme espéce
Le risque de deuxiéme espéce représente quant a lui le risque de retenir Hy
a tort. Il est noté 3.

4
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Erreurs et risques suite a un test
Définition : niveau de confiance du test

Le niveau de confiance du test est donc 1 — a qui correspond a retenir Hy a
raison. )

Définition : puissance d'un test

La puissance d'un test est la probabilité de rejeter |'hypothése nulle a
raison. La puissance du test est donc le complément de |'erreur de
deuxiéme espéce et est donc égale 3 1 — .

On peut résumer cela par le tableau suivant :

’ Décision\ Vérité H Ho ‘ Hq ‘
Ho niveau de confiance 1 — « risque 3
Hq risque « puissance de test 1 — 3

Table : Récapitulatif sur les risques associés a un test d’hypothéses
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Statistiques de test

Le choix de la statistique de test et de la région de rejet s'effectue de facon
a maximiser la puissance du test 1 — 3 pour un risque de premiére espéce «
fixe.

Test du rapport de vraisemblance (ou Test de Neyman-Pearson)

Si I'on se place dans le cadre d'un test entre deux hypothéses simples
Ho:0 =09 versus H;p:0 =0,

Le théoréeme de Neyman et Pearson montre que le test du rapport de
vraisemblance est le test le plus puissant avec un risque «. Selon ce test, la
région critique (de rejet) optimale est définie par

L(61; x)
R={x:—2+X 5
{x L(d0: %) > 54}
avec L(fy; x) étant la vraisemblance de 6, pour x. Le seuil de rejet s,, qui
dépend de «, est déterminé par v = Py, (X € R).

v
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Test du rapport de vraisemblance (ou Test de
Neyman-Pearson) |

Exemple :

Soit un échantillon d'observations i.i.d. (x1,...,x,) ot X; ~ N (xi; , 02)
supposons que la variance o2 est connue et que |'espérance p est inconnue
Considérons le test

Ho:p=po versus Hi:p=pu1,

avec i < i1
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Test du rapport de vraisemblance (ou Test de
Neymmisﬁeblasmﬂ)iel s pour I'échantillon x = (xg, ..., x,) est

L(wix) = _HleXp [—; (XI_N>2]

ov2m o
I I (119)
(o2vamn D &g T

le rapport de vraisemblance est don donné par

_ 1 ¢ ) n 2 2
oo — P [2022@1 uo)i;x, 552 (11 Mo)] (120)

Donc, en prenant le logarithme, % > s, est équivalent a

o? (1 + o)

X > |
x> loglsa) o Ty T 2

= cste
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Test du rapport de vraisemblance (ou Test de
Neyman-Pearson) |ll

On a vu que cette cste qui dépende a est déterminé par v = P (X € R)
qui vaut dans ce cas o = P, (X > cste)

La région de rejet du test est donc donnée par

R:{x:>‘<>,u0—|—u%%} (121)
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Test de Wald |

Soit 6 un paramétre et soit © un estimateur de ce paramétre et soit &
I'écart type de cet estimateur ©. Considérons le test

Ho . 0:90 Vversus H1 197590,

Supposons que 6 est asymptotiquement normal : M L) N(O, 1).

var(®) n—oo

Dans le test de Wald, la statistique de test est donnée par
© — b

A

var(©)

(122)

A

ou y/var(©) représente |'écart type de I'estimateur. Le test de Wald
consiste & comparer cette statistique a la loi normale centrée réduite. Il
consiste alors a rejeter Hyp si

(© — o)

var(©)
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Test de Wald 11

ol U, est le quantile d’ordre o/2 de la loi normale centrée réduite.

Exemple : Cas d'un grand échantillon Gaussien

Ho : pv=po versus Hi:p# po,

lorsque o est connue

la statistique de test sous Hy dans ce cas est donnée par

X —
u="=1 (123)
=
On sait que U ~ N(0,1)
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Test de Wald Il

On rejette donc Hy si

ol ug est le quantile d'ordre o/2 de la loi normale centrée réduite
ou par équivalence : rejeter Hy si

P_(—uo’ >U%

Vn
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